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Hamilton 动力 系统 理论 有 著 悠 久 而 丰 富 的 六 史 , 它 本 身 是 
Lagrange 力学 的 升华 与 推广 ,从 数学 角度 看 又 是 一 门 内 容 精 深 的 
相 空间 几何 学 ,如 六 几何 , 辛 拓扑 等 都 源 于 此 . 近 几 十 年 来 , 随 著 
纯 数学 理论 的 不 断 发 展 与 计算 机 的 普 避 应 用 ,Hamilton 动力 系统 
理论 又 成 为 当今 非 线性 科学 中 极其 活路 而 富有 魅力 的 研究 领域 ， 
不 同 背景 的 科学 家 ,数学 家 纷纷 投身 于 该 领域 . 此 外 ,Hamilton 
动力 系统 理论 的 发 展 又 为 一 般 动 力 系 统 理论 的 发 展 提供 了 强大 的 
推动 力 , 使 动力 系统 理论 成 为 当今 主流 理论 之 一 ，1994 年 国际 数 
学 家 大 会 Fields 奖 的 颁发 无 可 争议 地 说 明了 这 个 事实 ， 

当今 Hamilton 动力 系统 理论 的 发 展 为 各 种 纯 数学 理论 提供 
了 用 武之 地 ,其 中 数论 与 拓扑 学 更 是 大 大 促进 子 人 们 对 Hamilton 
动力 系统 的 认识 ,本 书 所 探讨 的 Hamilton 系统 的 拓扑 理论 正 是 在 
这 种 背景 下 发 展 起 来 的 . 尽管 人 们 很 早 就 运用 拓扑 思想 处 理 动力 
学 问题 ,但 Hamilton 动力 系统 的 拓扑 理论 却 很 年 青 . 虽然 早 在 20 
世纪 ?0 年 代 , 美 国 著名 数学 家 Smale 在 其 奠基 性 论文 {拓扑 与 力 
学 } 中 就 倡导 有 关 的 拓扑 理论 研究 ,但 真 到 80 年 代 末 才 由 前 苏联 
的 一 个 数学 家 群体 将 Smale 的 想法 贯彻 实施 ， 到 目前 为 止 ,从 事 
该 领域 研究 的 基本 上 是 以 Fomenko 为 首 的 俄罗斯 (前 苏联 ) 学 派 
和 少数 西方 的 学 者 . 

本 书 主要 是 为 具有 拓扑 ,微分 几何 与 辛 儿 何 背景 的 物理 学 或 
力学 方面 的 学 者 和 对 应 用 感 兴趣 的 拓扑 或 几何 学 察 写 的 ,考虑 本 
书 的 读者 对 象 ,我 们 基本 上 着 重 介绍 基本 概念 和 思想 ,而 除非 能 给 
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H M Aan TE» T W I R Aa ME A ZS AB BRE A RNE E T 
查阅 书后 的 参考 文献 . 由 于 本 书 的 后 半 部 分 涉及 的 大 多 是 我 自己 
的 工作 , 玻 证 明 讨 论 比 较 详 细 . 本 书 的 主要 内 容 大 致 如 下 :首先 简 


述 一 下 准备 知识 ,其 中 数学 方面 包括 微分 流 形 .微分 形式 、 


Ricmann 玫 何 . 辛 几何 .同调 群 .基本 群 等 基本 知识 ,Hamilton 力学 
方面 有 Liouville 可 积 性 ,Bott 积分 及 动量 映射 等 ， 在 准备 工作 之 
后 , 先 讨论 (主要 是 2 个 自由 大 的 ?可 积 Hamilton 系统 能 量 面 的 拓 
th FAROE SRE LWA Hamilton 系统 的 若干 基本 概念 和 基 
本 性 质 、 可 积 Hamilton 系统 能 量 面 的 拓 种 及 其 与 稳定 周期 解 个 数 
的 下 界 的 关系 , 贺 Morse 函数 与 能 量 面 的 拓扑 等 . 接 下 来 讨论 一 
般 ( 可 积 与 不 可 积 )Hamilton 系统 的 拓扑 ,首先 建立 了 向 量 从 诱导 
的 奇异 从 的 拓扑 理论 ,然后 运用 有 关 理 论 讨论 自然 Hamilton 系统 
能 量 面 的 拓扑 及 有 关 整 体 Poincaré 截面 的 存在 性 问题 . 最 后 ,我 
们 介绍 了 Maupertuis-Jacobi 原理 及 其 在 Hamilton 系统 中 的 应 
用 ,讨论 了 Riemann 流 形 上 曲率 对 测 地 流 可 积 性 的 影响 ;及 其 在 
当今 热门 领域 混沌 动力 学 中 的 应 用 . 
由 于 Hamilton 系统 的 拓扑 理论 是 一 个 全 新 的 有 待 发 展 的 令 
域 , 再 如 上 著者 的 学 识 和 时 恒 所 限 , 书 中 的 错误 与 不 足 在 所 难 印 ， 
考 候 读者 朋友 们 指正 . 


杨 晓 松 
1999 年 6 月 15 日 


第 1 准备 知识 a 1]) 


章 

1 微分 流 于 ee 和 ee CT) 
3 Riemann RE Sth BEAR i ore eer cee ereteeeereneeessaeeeeree (9) 
5 PY SEE Jacobi By pp (16) 
6 辛 流 形 与 Hamilton H po (20) 
7 Liouville 定理 与 Liouville 可 积 性 pp (23) 
8 Hamilton 系统 的 能 量 面 pp (25) 
9 自然 Hamilton 系统 se) 
10 FF FE BRET eset (27) 
11 Bott 函数 与 首次 Bott 积分 一 eee- (28) 
12 同调 群 ee (31) 
章 M+ 上 可 积 Hamilton 系统 的 若干 性 质 ……………*… C43) 
1 可 积 Hamilton 系统 的 拓扑 等 价 ereere (A3) 
2 Bott 积分 的 临界 子 流 形 ese CAA) 
3 非 共 振 可 积 Hamilton 系统 pop， (49) 
4 Liouville 环 面 的 分 支 st ) 


mE rt rreh Eee res fee mmm ee 


iv Ai im 


5 可 积 Hamilton 系统 的 构架 与 复杂 魔 wore (51) 
6 上 有 具体 Hamilton 系统 的 讨论 rr (56) 


第 3 章 AA Hamilton 系统 能 量 和 面 的 拓扑 构造 与 分 类 --- (61) 
3.1 可 积 Hamilton RSH MM (AB, CRD 
5S )28 … Terr reTTTy “re (1) 
能 量 面 的 基 块 … preesse ereere (62) 
可 积 Hamilton ASHER BT HBA 
定理 -… rr + (65) 
3.4 (AŽ, (PRIOR ZE ER pp (70) 
可 积 Hamilton 系统 的 构架 - ee (72) 


24 可 积 Hamilton RAR SREDE 
个 数 的 下 界 值 计 … We (77) 
4.1 可 种 Hamilton AR EO - a C77) 
4.2 .能 量 面 的 同调 群 及 基本 焙 与 称 定 用 期 解 个 数 
的 下 界 估 计 … ee -eee (78) 


第 5 章 A More A45 Hamilton HESA ereere C81) 
5.1 [ai Morse aX B46 A Morse Agg ……… (81) 
5.2 图 Morse 函数 不 等 式 6 
5.3 (ŽRK AH Hamilton 系统 能 量 面 ，……… (87) 


6.2 A FR AA FY SED AE one cee eee cee cee ee ten eee an een eaten eee eee (92) 
6.3 FREAR AM JUGA oe coe tee ese erste tse (93) 
Â. 4 AE FLER TAT BY PAA BB) GB Bb ne ne ve cee cee eee eves rene aes (95) 


A 次 


平凡 共 的 球面 育 异 站 的 基本 群 oe 


自然 Hamilton RAE EEM onene 


实 代 数 集 的 一 点 讨论 ， 

自然 Hamilton 未 统 能 量 面 的 同调 群 … gi 
2 个 自由 度 的 自然 Hamilton 系统 能 量 面 的 折 扑 
结构 分 类 ， z os 


章 

1 

2 可 达 区 域名 . 的 紧 致 性 … 
3 

4 

5 

6 


-3 


第 8 章 整体 Poincaré 截面 存在 性 的 托 扑 障碍 nee eee eee 
8.1 #4 Poincaré 截面 . kaner eee erresa 
8. 2 以 81 为 底 空 间 的 纤维 从 … Le 
8- 3 流 的 整体 Poincaré 截面 存在 性 的 拓扑 障碍 … 


#92 Maupertuis 原理 在 自然 Hamilton 系统 理论 中 - 
EE RAE JH veces cae ee 

9.1 Maupertuis-Jacobi 原理 reene te 

9.2 自然 Hamilton He Ay AE A HG Fp RY ee ee ee 

0,3 出 率 涨 藩 与 Hamilton 3 iF RTA cere eee eee eee nee eens 


ce a eee ae 


6 一 般 向 量 处 的 球面 奇异 从 的 拓扑 eee 


Jit Hamilton 系统 能 量 面 的 几 柯 构造 


一 类 高 维 Hamilton He Rt LE . eee 


第 1 章 准备 知识 


本 章 将 简略 介绍 一 下 后 面 讨论 所 需 的 准备 知识 ,有 闫 的 详细 
讨论 可 参考 相应 的 教科 书 ( 见 书后 参考 文献 ). 


1.1 微分 流 形 


ift Fe - 


Sr Tes RF» EL UH iK. SL ARA ER A ER 2S a) — EH ae 
集合 或 几何 对 象 . 比如 地 球 的 表面 ,每 一 局 部 小 块 粗略 地 看 起 来 
像 一 块 平地 ,但 整体 看 起 来 就 是 一 个 球面 , 故 可 认为 这 是 一 个 2 维 
mE. 如 果 一 个 流 形 上 赋予 了 一 定 的 光滑 结构 ,那么 这 个 流 形 就 
是 一 个 微分 波形 . 空间 解析 几何 中 的 球面 、 环 面 等 大 多 数 曲 面 都 
是 (2 维 ) 微 分 流 形 ， 为 明确 起 见 , 下 面 给 出 微分 流 形 的 数学 定义 ， 

设 好 是 一 满足 Hausdorfi 分 离 公理 的 拓扑 空间 (在 实际 讨论 
中 ,还 要 求 好 满足 第 二 可 数 公 理 )，( 吉 ,由 称 为 MM 的 一 个 局 部 举 
标 卡 (或 一 个 局 部 坐标 系 ), 如 果 上 U 是 邮 的 一 个 开 集 ,2p 是 珀 到 杂 
中 开 集 HD) 的 一 个 同 及 上 映射 . 

M 的 两 个 图 卡 (C MU pA e WAN. WRU, 
=O RHU NU AD HEAR 

@°@?': GU NU) BU 1.) 
以 及 

Argh A, MU) ea NANU 
都 是 e CRD r REE A] HR) BRAT. 
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M 的 一 族 局 部 坐标 卡 D= (Ug RRAS e 图 册 , 如 果 
下 述 条 件 成 立 ; 

C1) FRU. at M: 

(2) 多 中 任意 两 个 图 卡 都 c HA. 

MM 的 一 个 co 图 册 S=(U sp RRARAN MRA 
(1) 《27 外 还 满足 条 件 : 

《3) 与 名 中 各 局 部 坐标 卡 c 相 容 的 任 一 局 部 坐标 卡 4Z ,外 都 
BETZ. 

MM 上 的 一 个 极 大 < BM 多 称 为 EBT co M 连同 
一 个 5c 结构 一 起 称 为 c* 流 形 . 当 r 之 1 时 ,统称 为 微分 流 形 . 一 个 
cm BF OY ERME. 由 于 局 部 坐标 卡 (U ,多 是 以 欧 氏 空间 R 为 
基准 的 , 故 n 称 为 M 的 维 数 , 记 为 dim M=n, M uih n BERT He 
流 形 . 


子 流 形 


HME FUR dim M=n, NCM 是 1 的 一 个 子 集 . :如果 对 
EALEN FEM HRA EU...) PB CEU. HAA 
PU: 1 ND) = PAU CR xX 0), 

那么 N 被 称 作 M 的 s 维 子 流 形 . 


Aid eH 


我 们 知道 ,在 前 面 所 给 的 微分 流 形 M 的 定义 中 ,所 给 的 图 卡 
是 以 标准 的 欧 氏 空间 R 为 基准 的 , 若 将 标准 欧 氏 空间 R" 改 为 半 
空间 


R = {Cr z e 0 
而 其 它 条 忻 不 变 , 我 们 就 得 到 有 边 微 分 流 形 的 定义 ， 此 时 ,MM 的 边 
界 是 如 下 点 y 的 集合 : 
FEM EMA EWU VEU {E1 


1.1 微分 流 形 . 3 


gly) E€ {Erta a") € RY |x” = 0}. 
iM 的 边界 为 24, 易 见 其 本 身 是 一 1 维 无 边 流 形 . 


Ws aS 


设计 是 一 个 4 HE HI AE a oe PA SS ER E 
点 处 的 切线 以 及 曲面 上 一 点 处 的 切 平面 在 高 维 情 形 下 的 推广 . 可 
直观 地 说 明 如 下 : 
M ERAS RREI R” 中 ,对 于 任意 一 个 和 曲线 
«DCM, ae = rE M, 
其 速度 向 量 


v, = lim 
+o 


称 作 M 在 zx 点 处 的 一 个 切 向 量 ,所 有 这 种 切 向 量 的 全 体 就 构成 了 
M 在 z 点 处 的 切 空间 了 M,. 易 见 这 是 一 个 维 向 量 空间 . 
切 空间 也 可 内 区 地 定义 如 下 : 
设 有 曲线 x:( 一 1,1) 一 MM 与 曲线 p: (6—1. DM 满足 at0)= 
BC(0) 一 xE MM ,并 自在 M MET RABEL. p) PE 
jm 2 = Fe PO) _ 


io i 


a(t) — a{Q) 
É 


0, 


则 称 a 与 8 在 z 处 相 切 . 易 见 这 种 相 妇 是 一 等 价 美 系 ,而 且 不 依 
束 于 局 部 坐标 卡 的 选择 ， 

定义 1.1 流 形 半 在 点 工 处 的 切 向 量 就 是 满足 <(0) 一 工 的 
曲线 a (1 DM EMME MPN PER. 易 见 ,所 有 在 之 
点 处 的 这 种 曲线 的 等 价 类 的 全 体 构 成 一 个 向 量 空间 TM, TM, 称 
为 好 在 了 点 处 的 切 空间 ， 

好 在 其 各 点 处 的 切 空间 的 并 TM= U TM, 就 称 为 M 的 切 
A. BTM 有 一 个 自然 的 微分 流 形 构造 , 故 是 一 个 2n 维 微分 流 
形 . TM BY ey BB SS op EP Pe RU ME r eR 
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中 的 一 个 局 部 坐标 卡 ,9 在 U; 中 的 局 部 坐标 记 为 x 二 人 xl， 
DM CHO OO i RE iA Pa. WoO) 
给 出 TM 的 一 个 局 部 坐标 系 表示 ,自然 投影 p: TM>M 定义 为 
pir) =r, cre M,ve TM,, 
故 pUG)=TM,FRZATM 在 点 xz 上 的 纤维 . Bb BAN 
纤维 本 质 上 是 欧 氏 空间 R. 
DARTS FTES BIR BA EK. 


c 可 徽 映 射 


令 六 MN Ee 微分 流 形 M Bl 微分 流 形 N 的 有 映射. 对 任 
RoE MAP ER x Sh RB EU BR SCD EN 处 
的 局 部 坐标 卡 (Freo s hirer) ,车 映射 

A= Pra e f° Ey: Us Ve 
是 一 个 e SY BE 4 SREB AE c BT eR. BBA fA co 可 微 
映射 . 

此 外 ,了 还 诱导 出 xEM 处 的 切 空间 到 SC EN 处 的 切 空间 

之 闻 的 线 狂 映射 
fsa: TM, TN 
其 定义 方式 如 下 : 

S vETM aa: 0-1, —>M 是 一 可 微 曲 线 ,a C0) 二 zx, 且 

de 


也 7: 则 Jow ETN po XH 


_ af(att)) 
了 .mp 一 =r 


fet 


a FE] HE 


RM ANGE C MIRE SMN Eea 可 微 映射 ,车 存在 ce 
可 微 映射 g: NM, tE G 
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feg: NN, 
gof: M—M 
分 别 是 N SM EMER GK Sc ROT. 特别 地 ,车 
了 是 光滑 映射 < 即 cP BRST) WU BRS OS D6 TF PR. 
显然 ,对 于 微分 同 胚 fs MN RT 
rn 
是 同 构 . 


切 向 量 场 


设计 是 一 个 光滑 流 形 ,TM 是 MM 的 切 丰 ; 则 MM 上 的 一 个 人 
切 向 量 场 乃 是 一 个 e 上 映射 a;M 一 TM. 具体 地 说 ,就 是 对 某 一 点 
ZEM, 取 定 一 个 工 处 的 切 向 量 w(z) FAVE M EA) AR. 
TE ih Bip Raa?) FM LAAR o 可 表示 为 


v(x) = v’ (x) a +e tux) 2 
BCR sol e HAAR. 
BEL 


令 村 是 一 个 光 沿 流 形 . 在 对 上 选 定 一 个 Rieman EE 
1.3 节 ) ,以 (了 X,Y 了) 表示 在 点 CCM 处 两 切 向 量 XY EAE Rie- 
mann FR TR AR. M 上 一 光滑 函数 了 的 梯度 场 是 由 如 下 恒 等 
式 定义 的 切 向 量 场 grad f: 
(X,grad fp = Xf=df(X), YXETM, Y pe M., 
在 MM 是 普通 欧 氏 空间 的 情况 下 ,grad 了 可 表示 为 


grad f af... Z] 


“|a ar 
_ af a af 32 
= al ae tT ae a 
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这 里 ,区 表 示 zx 坐标 方向 上 的 单位 向 量 . 
流 


$ M EESW AWE DADE M LFA c" 微 分 自 同 
胚 组 成 的 集合 . 没 另 :RDiff OE-ABHASARB.A 
满足 : 
Plr) = pepa, Vee Ms ER, 
Pa = rz, YrEM, 
那么 称 参 是 M 上 的 流 . 
M 上 的 流 :MM 定义 了 M EK-DE.: 


Xz) = SA), 
fed 


EMERRAMUN ABT h EADARRA, M 上 任 一 光 
滑 切 向量 场 也 生成 M 上 的 一 个 流 , 即 微分 方程 


多 = X (a), <O=m, mEM 


的 积分 曲线 . 


1.2 微分 形式 


数学 家 Arnold 有 一 名 名言 ;:“ 不 懂 微 分 形式 就 不 能 理解 
Hamilton 力学 . "本 节 就 简单 介绍 一 下 微分 形式 的 基本 概念 , 


1 -形式 


一 个 1 形式 (一 次 形式 ?万 是 一 个 线性 男 数 oR R Ep 

afez + by) = aw(x) + baty), a,b E Rriy © R". 

由 线性 代数 知 ,R" 上 的 1- 形 式 构 成 的 空间 也 是 n HE SS 
间 , 称 为 R" 的 对 偶 空 间 , 记 为 CR") 


L2 微分 形式 7 


在 R" LAE- REER, ,x"), 每 个 坐标 x' 都 定义 
T—Hh1LER: 
tw) 一 向量 ”在 zf 坐标 上 的 分 量 ， 
这 2 个 I 形式 线性 无 关 , 从 而 每 个 R" 上 的 1- 形式 都 可 表示 为 
w Sai +e taza, @ GR. 
2- 形 式 
一 个 2- 形 式 就 是 一 个 双 线 性 斜 对 称 肾 数 o: RXR >R, Ap 
w Caz + by,2) = au? x, z) + hat Cy,2), 
alr, y) =— w Cyr), 
Yabe Rzy ER. 
设 R" CAA EB RA Ce) A RE 上 的 每 一 个 -ERR 
HY PE RRA 
wt = Slay! Aw, 
ij 
HR, ARRIR HA AATF. 
I 形 式 之 间 的 外 积 


设 R" 上 给 出 两 个 LËR ol 和 wz: 则 外 程 a A aw, 定义 为 


wku) aglo) 


Ca, A ti, Co U 一 ’ Yy Uis Ua & R”. 


w Cu)  @,Cu,) 
H a Aw, E RXR BR EN- PRA ETER BR, AE 
一 个 2- 形式 . 

直观 地 说 ,对 于 向 量 对 《50) se A o TE Con sua) Ah E EE 
以 vy ve 为 这 的 有 向 平行 四 边 形 与 以 ,ws 为 边 的 有 向 平行 四 边 
形 的 某 种 “内 积 ” 

关于 形式 及 其 高 次 形式 的 外 积 ,可 参考 有 关 教 科 书 ， 
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1- 微 分 形式 (1 阶 微 分 形式 ) 


令 为 一 个 微分 流 形 ,MM 上 的 1 微分 形式 万 是 切 丛 到 实数 
集 的 可 徽 映射 
a, TM R, 
对 每 个 点 xE MM, 限 制 
w,; TM, >R 
都 是 线性 映射 ， 
设 产 M 一 及 是 一 可 微 画 数 , 则 dd 六 是 YA 上 的 1- 形 式 , 从 而 
是 MM 上 的 1- 微 分 形式 . 
BOR" ARERR Co") OR" ES} dz), dx” 都 
是 1- 微 分 形式 , 且 线 性 无 关 . 进一步 ,车 a 是 R 上 的 一 个 1- 微 分 
形式 , 则 co 可 唯一 表示 为 
w = a,(2)dx! 十 十 czydxn， 
其 中 ,aitz)? 是 相应 的 可 微 函 数 . 
注意 ,微分 形式 是 局 微分 流 形 的 切 空 间 紧密 关联 的 ,是 定义 在 
切 从 上 的 形式 ， 


二 微分 形式 


微分 流 形 M 上 的 2- 微 分 形式 o 是 这 样 一 种 微分 形式 ,对 于 
每 点 PEM a ME TM, 上 的 2ER ot TM, XTM; >R 是 
MERER He A. 

— EU. ORM HTS of 可 局 部 唯一 地 表示 为 
= Male adr A dz’, 


微分 形式 的 微分 
设 ERATE M 上 的 可 微 钞 数 , 则 是 0- 微 分 形式 ,其 微 


1.3 Riemann FB SHAKE 9 


分 df 是 1- 微分 形式 ,在 MM BD BB AB ADB Cr) oo") TARER 
df == Lax 十 … 十 Yar, 


设 上 如 上 ,是 好 上 的 ere fw 的 微分 定义 为 
d( fo) = df A w+ fda, 
特别 (可 证 明 ddw) 一 dzw 一 0) 有 
d(fdz') = df A dz 


1.3 Riemann 度量 与 曲线 长 度 


为 了 后 面 的 需要 ,本 节 介 绍 一 下 Riemann 几何 的 一 些 基 本 概 
念 . 关于 微分 几何 方面 具有 深度 的 人 门 读 物 ,我 们 推荐 陈省身 等 
Aff B05 rg mS AM. 

Riemann 度量 是 欧 几 里 德 空间 上 长 度 到 一 般 流 形 上 “长 度 ” 的 
一 个 自然 推广 . 首先 让 我 们 看 一 个 例子 ， 

考虑 欧 氏 空间 R*, 设 其 坐标 系 为 (x,y,z), 则 R 中 任 一 曲线 
cQ=G), yara AEE 


fas = fo + 420) + tad) Tae. 


BeO RP URS Bob BD DRE S° 上 的 曲线 , 则 在 
球 坐 标 系 (8, 内 下 ,cf 的 可 表示 为 
c(t) = (cos@(edcose(z) cosd singir) ,sind(2)), 
TL NE ER 
CHF 十 cos’6g? ze, 
于 是 ,在 球 坐 标 系 40, 由 下 的 微分 表达 式 
ds? = d# + costêde 
给 出 了 度量 S 上 曲线 长 度 的 一 个 方式 ,从 而 得 到 S 的 -一 个 
Riemann if #. 
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现在 我 们 给 出 微分 流 形 M 上 Riemann 度量 的 一 般 ( 整 体 ) 


Riemann 度量 


定义 1.2 给 定 一 微分 流 形 M ASTMA M 上 由 对 称 的 
WA RRA, STM 上 一 个 光滑 正定 的 截面 了 称 
为 MM 上 的 一 个 度量 ,并 称 CM ,gg) 为 一 Riemann Fike. 

此 定义 比较 抽象 ,利用 局 部 坐标 卡 来 描述 Riemann 度量 较为 
BR Ri RNB M PR pRB E, 
(Bee i) 是 相应 的 -组 坐标 向量 场 , 命 U,YETH., 则 品 ,Y 


可 表示 为 


一 1 i 
v 7 a a |, 
与 
V = wes : 
IFI $ 
于 是 
EUV) 一 Ygl piw, 
ij 
其 中 
a a 
af ) 一 E +353 | 
gO = al se] zal 


由 此 ,g 可 在 局 部 坐标 卡 下 表示 为 
E= 2 Bude! ® dr’, 
或 简单 地 表示 成 
g= D gydd. 
此 表达 式 基 Riemann 虐 量 的 经 典 定义 ,注意 ,此 时 和 矩阵 (gi) 是 正 


1.4 Riemann 度 基 与 曲线 长 度 il 


定 对 称 的 - 

AFW Riemann 度量 的 存在 性 问题 ,有 如 下 经 典 铺 果 : 

定理 1. 1 AEH GRD UIE EBA Riemann 度量 . 

我 们 已 经 知道 ,Riemann 度量 在 局 部 坐标 卡 下 有 上 上 述 家 达 式 ， 
一 个 自然 的 疑问 是 ,g 在 不 同 的 局 部 坐标 卡 下 类 达 式 之 间 的 关系 
如 何 ? 下 面 的 结果 回答 了 这 个 问题 . 

命题 1.1 设 (Cg%) 与 人 47,%) 是 M 中 国 绕 一 点 x 的 局 部 图 
By FEMS NSP AGE Cay eaters ote) Bayer tryed. & Riemann 度 
E e REE Cassa pte) Oyo y HOI BRE PB 


g= >) gudr Q dr 
ead 


与 
z= Y gdr O de’, 
ij 
那么 有 
TORDE AER 
§ ay’ ay a ay ays rga? 
Rp 


根据 Riemann 度量 的 整体 定义 ,我 们 知道 ¢ 应 该 与 局 部 坐标 
卡 的 选取 无 关 , 上 面 这 个 命题 则 具体 地 说 明了 这 一 点 . 
曲线 的 长 度 


A ecoa lM £-ROE o He. AE TELO. a Hh 
划 FUS aya, <<a, =a, (8G č 在 [ai,a41j 上 是 c 类 的 : 则 € 的 
ie RA 
Lt) = xf lade, 
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FB, eC) = Vale) a). 


14 联络 与 测 地 线 


KM 是 一 个 光滑 流 形 ,我 们 来 回顾 一 下 联络 的 概念 . 
联络 


MM 上 的 一 个 联络 是 一 个 函数 也 ,对 MM 上 每 一 对 光滑 向 基 场 V 
SX ARE MM 上 一 个 新 的 光滑 向 量 场 DX, EAP TER 

G) Dar wX = fIhX +¢eDwX; 

C2) De CfXI=CDyfIXA SD EX ; 

3) Dy (X+YI=DyX+ DyY, 
其 中 ,W,Y 也 是 M 上 的 光滑 向 量 场 ,了 ,g 是 MM 上 的 光滑 函数 . 

对 于 给 定 的 联络 DATTA DX A XIV 的 协 变 导 
数 . 联络 五 实际 上 是 欧 氏 空间 中 方向 导数 在 微分 流 形 工 的 一 种 
推广 . 

现在 设 (M,g) 是 一 Riemann 流 形 , 则 关于 联络 有 下 面 的 
命题 

命题 1.2 M 上 有 唯一 的 联络 DD 满足 条 件 :对 M 上 任意 向 量 
By Xs¥ 2,8 

C1) XgCY,Z)=2(Dy¥ 2) og(Y, DxZ); 

(2) Ds¥—DyX—[X,Y]=0, 
其 中 ,[ ,是 Poisson E. 

定义 1.3 满足 命题 1.2 的 联络 称 为 关于 5 的 Riemann 联络 
或 Levi-Civita 联络 . 

设 (z ,TT ) 是 M 的 其 个 局 部 坐标 卡 , 则 M 上 的 Rie- 
mann 联络 六 可 局 部 地 表示 为 


La 联络 与 测 地 线 13 


Da 2 = eres 1 Ei jn 
其 中 
— l ul ds dgy Bey 
r= ye [+ % ai}? 
i Cg? RAR AEE (gi) - 
Fh XY ERREF arnon PRR 
一 1 .9 
X= DS a 
_ io 
Y= Dun a 
则 有 
sf h imi 9 
DxY = Drt Deri] ar” 
测 地 线 


i M Æ Riemann WIE. D Æ M Eb) Riemann 联络 ,一 光滑 
曲线 c:[0,1]>M 是 一 条 测 地 线 , 当 且 仅 当 * 满足 
D,é= 0, 
RE, CRA c 对 参数 的 导数 . 
TE RB ARERR Co ,x ,… oP , 设 测 地 线 c 有 表达 式 
c(t) = CT yea"), 


则 < 满足 2 阶 常 微分 方程 组 
wae 十 dy En -cay SY de GEO ~ o. 
i = 112,750, 
由 党 微分 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 定理 可 推 知 ,关于 测 地 线 
有 如 下 结论: 


命题 1.3 对 Riemann 流 形 M 上 的 每 一 点 ,存在 zx 的 一 个 
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RU 和 一 个 正 数 c, 使 得 对 每 个 EL 和 每 个 长 度 小 于 e 的 切 向 
量 VETM,, 存 在 唯一 条 测 地 线 | 
cot CC— 2,2)— M 
满足 条 件 
c, (0) 一 Ps 


关于 测 地 线 , 还 有 如 下 命题 : 

命题 1. 4 对 Riemann 流 形 (aM,g) 中 每 一 点 GE 对 ,存在 一 
Tp ARE WwW 和 一 个 正 数 s>0, 使 得 下 列 性 质 成 立 : 

C1) W 中 任何 两 点 都 可 用 M 中 唯一 一 条 长 度 小 于 < 的 测 地 
线 连 结 起 来 ; 

(2) 该 测 地 线 光 滑 地 依赖 于 这 两 个 点 ; 


(3) 若 设 
c: [0,1] — M 
是 连结 W 中 两 点 的 长 度 小 于 8 的 测 地 线 , 而 
b: [0,1] +M 
是 连结 该 两 点 的 任 -- FEAM AR, 则 有 
| 20 dt, 
其 中 
deat j detz} deg) 
dr E| di ° de | 


由 上 面 命题 1. 4 中 的 性 质 (3) 知 , 测 地 线 是 W 中 连结 已 给 两 
点 的 长 度 最 短 的 曲线 由 于 这 个 缘故 ,ce 也 被 称 为 短程 线 ， 
例 1.1 对 于 通常 的 欧 氏 空间 RR BRR zee, 
z"), 则 普通 的 Riemann 度量 为 
g = dr' dr! + e + de G da", 
从 而 有 8 一 0 于 是 测 地 线 方 程 变 为 
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dx 
de’ 
由 此 看 出 ,此 时 测 地 线 是 一 直线 ,这 同 欧 氏 空间 中 两 点 间 连 线 直 线 
RM REDS. 
例 1.2 读者 自己 可 以 证 明 :1.3 节 中 的 球面 85: 在 Riemann 
度量 8g 一 d9C9d9 十 cos*9dq9dq 下 ,其 上 的 测 地 线 是 S? 上 的 大 图 . 
Hra): [a,b] >M 是 Riemann 流 形 CM,g) 上 的 一 段 光滑 曲 
线 , 考 虑 长 度 泛 函 
Lr) = [tee ORONIA: 
微分 几何 中 有 如 下 断言 ; 


命题 1.5 曲线 Co MUR A ORL 
临界 点 , 即 工 的 一 个 驻 点 . 


测 地 流 


现在 我 们 回顾 一 下 测 地 流 的 概念 . 

OM #— n # Riemann ME, iM roo M 上 过 任 一 点 zx, 二 
rt0), 且 切线 为 (0)==v 的 测 地 线 ,v 是 了 Mowy 中 和 任 一 满足 让 
=1 的 向 量 , 则 


= 0, 


(r(t) wt) 
定义 了 TM 中 单位 球面 从 2° … 上 的 一 个 动力 系统 , 即 一 个 单 参 数 
微分 同 及 群 , 称 为 M 上 的 测 地 流 , 这 里 
EG) 
OIR 
由 此 定义 知 ,M 上 测 地 线 渐 近 性 态 的 研究 可 以 视 为 在 单位 球 
面 处 3%! 中 测 地 流 的 研究 . 


ut) = 
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1-5 dh #4 Jacobi 场 


给 定 一 个 Riemann Fie (M.e) ia DES g 相应 的 Riemann 
联络 . 

We Mo oro may X.Y 和 ZzZ, 我 们 可 通过 一 个 关系 尺 定 
义 一 个 新 的 向 量 场 RC 区 ,Y)Z 如 下 : 

REX,YYZ 一 一 Dy(DyZ) + Dy (DZ) + Dex, vZ. 
容易 证 明 下 述 命题 : 
命题 1.6 RXZ EA PCM 的 信 仅 依赖 于 点 处 的 向 
E XoY, 和 2,, 与 岛 量 杨 在 邻近 点 的 值 无 关 , 并 且 关 系 
Re: pY, Zp) > ROX, Y,)Z, 

对 于 每 一 分 量 而 言 都 是 线性 的 . 换言之 .上述 关系 定义 了 一 个 
TM,XTM,XTM, ATM, 的 三 线性 关系 ,从 而 只 是 一 个 张 量 ， 

ERREFE a) PF IE 


X= DA a 
Y= E 
Z= Dh gas 
则 有 
R(X, YZ = Ferr] A a 
曲率 张 量 


EYE M 上 光滑 向 量 场 组 成 的 集合 (准确 地 说 ,是 光滑 商量 
场 按 呈 通 数 的 代数 所 得 到 的 模 ), 则 由 上 述 关系 及 定义 了 一 个 


1.5 曲率 与 Jacobi & 17 


映射 
YOK Yo KY" XY emo), 
R(X,Y,Z,W) ŽËg(ROX, YZ, W), 
其 中 ,X,Y,Z,W 是 M 上 的 光滑 向 量 场 ,g 是 M 上 的 Riemann E 
Ra ANE M bj RRS. 
在 局 部 坐标 卡 (zr 2) PAE 


a 
X= i , 
21° a 
= Vg 2 
Y = 218 ax’ 
= a 
Z= i ' 
21% a 
- a 
= 24 Pee 


W ROX YZ, Wa RRA 
ROX ,Y,Z,W) = DY Rebar, 
ave tte 
其 中 
=r 2.2.7 2 
Rim = R| | 


一 4 Pga + Pga _ feu _ Pga ] 
2 | ariar Bt Briar Ar'ar 
+ Seah + el. 


在 Riemann JLIP, R(X, Y.Z, WO RE BK KER 
一 个 (0,4) 型 张 量 场 . 

可 以 证 明 , 关 系 REPS 4 个 关系 ;: 

命题 1.7 一 个 Riemann 流 形 (CAM,g) 的 曲率 张 量 满 足 

(1) ROX, YOZ+RYV,X)Z=0; 

(2) R(X .YIZ+RUW,2)X+R(Z,XOY=0; 


18 第 1 章 准备 知识 


(32) ERX, YZ WI +e ROY, YW. 290; 
(4) g{RUX,YIZ Wig (R(Z,WIX,Y). 


截面 曲率 


下 面 我 们 回顾 一 下 截面 曲率 的 概念 
it TM, 是 在 Riemann 流 形 (M,gr) 上 一 点 EM 处 的 切 空 
间 ,N:. 是 Taf. 的 一 个 2 维 子 空间 , 设 noh BON, 的 任意 一 组 
基 , 则 xz 的 截面 曲率 定义 为 
KCN,)} 一 


REV y Us Ul sva) 
g OR CU Vo) — g’ o s Up) 


由 上 面 的 等 式 可 兄 , 玉 CN) 与 N, 的 基 {v1,vs} 的 选取 无 关 . 

特别 地 ,对 于 2 HE Riemann 流 形 而 言 ,人 们 也 称 上 述 截 面 曲 
率 为 Gauss 曲率 . 易 见 ,此 时 Gauss HEE M Bl RR 的 一 个 光滑 霄 
数 , 记 KCN D =K (r). 

关于 Gauss 曲率 ,有 下 面 著名 的 Gauss-Bonnet Ast: 

命题 1.8 HUDRI 2 Riemann HIB CM, g) #) Euler 
示 性 数 ( 见 1. 12 节 ) , 则 有 等 式 


-1 
XM) = 支 | Kodu, 


由 此 公式 可 知 ,2 维 Riemann MEM, e) LH Gauss Ai HA 
AKODE M 上 的 平均 值 与 M 的 拓扑 有 关 . 

KTF n H Riemann 流 形 M 上 的 曲率 与 M 上 测 地 流 的 关系 ， 
有 下 面 的 经 典 结果 : 

定理 1. 2(Anosov 定理 〉 HM NRG BAe BME 
的 测 地 流 ,于 是 MM 上 的 单位 球面 从 SS? og’ 的 相 空 间 . e 在 
2 中 具有 如 下 性 质 : 

C1) 几乎 ( 即 除去 一 个 测度 为 零 的 于 集 外 )2”' 中 每 一 点 xz 的 
SIE gz) 都 在 3” ! 中 稠密 ; 
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(2) 几乎 每 一 轨道 gr) 在 3” ! 中 任 一 区 域 停 留 的 时 间 正 比 
该 区 域 的 测度 与 5” ' 的 测度 之 比 ，; 
D g' 具有 混合 性 质 : 若 4 二 2” BCS’ WA 
lim Mes[g2‘(A) f] R] = Mes A+ Mes B, 


其 中 ,Nes ar Wl. 
Jacobi 场 


Hro E n HE Riemann 流 形 (ad,g) 上 的 一 条 测 地 线 , 在 刻画 
r (分 近 的 测 地 钱 与 +r) 之 间 的 接近 程度 或 分 离 程度 时 ,人 人 们 得 
到 了 Jacobi 场 的 概念 . 
EM14 JORAM r OHA. y= ,如 果 
JORE 
DEJ 
TA + RV,AVY = 0, 
MAJORA AMAR rf Jacobi 场 . 
显然 ,这 是 一 个 2 阶 线性 常 微分 方程 , 称 为 Jacobi 方程 . 


Riik- ata PORR r G2) 的 平行 向 量 场 ,如 果 PORE 
Dig PG) = 0. 


BE PAG) y+ Pe) RLY rO BY BE We TEBE A A PF BH HE 
JG) = PPO), 
那么 Jacobi 方程 变 成 S 
af + > (DFG) = 0, i= 1.2.50, 


其 中 
a = gCROV ,POV,P), lA 所. 


由 此 可 见 ,r{z) 上 的 Jacobi 向 量 场 由 初始 条 忻 
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JO}, vo E TMe» 


唯一 确定 . 
Jacobi 场 的 Lyapunov 指数 


为 了 刻画 测 地 组 > 的 性 态 特 征 , 人 们 又 引进 了 Jacobi 场 的 
Lyapunov 特征 指数 概念 ,具体 如 下 : 

定义 1.5 HEC) Se (2 AY Jacobi 场 , 则 > 的 Lya- 
punov 指数 定义 为 


A= lim Lemax max In|./¢z)]). 
Tos TT [elect LA 1 


一 个 测 地 线 上 的 Lyapunov 指数 如 果 是 正 的 , 则 意味 着 附近 
的 测 地 线 以 指数 函数 的 形式 分 开 . 

显然 ,如 果 (CM,g) 的 截面 曲率 为 负 , 则 必 有 SO ETM ,使 
FOLTA. 特别 地 ,车 截面 曲率 为 一 4C4 汪 0), 则 1J (1 将 按 
ce’ 方式 增长 . 


1.6 +3365 Hamilton 系统 


FEME 


& MEI 24 维 微分 流 形 , 如 果 M” 上 有 一 个 2- 微 分 形式 
w 具有 性 质 ; 
C1) a? 非 退 化 ; 即 对 任意 六 取 0, 存 在 了 ,使 得 
aw (X,Y) 0, X,Y € TMa 
(2) wr ZEAE SK, Bl da’ =0, 
那么 MRA DERE 称 为 M” 上 的 一 个 辛 结构 . 
FE Jey BB AB AE Cart pee) Po? 可 表示 为 
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w = Sadr A dr’, 
w JEE 4 Be HE a, AE TR. 

Bil }.3 SEMPRA C1, Dae YI ott ¥en) AY BK FG E ij R=, 
2- 形 式 ?一 S) dz Ady, 定义 了 一 个 辛 流 形 (Re ,oz)， 

RTM Ae n HERE MER RUA TOM 上 的 一 个 
BPRS E RAB RR Crit tay yD EEEE PT M 
的 辛 结构 可 局 部 地 定义 为 

w = Sidr: A dy 
由 此 辛 结构 得 到 自然 辛 流 形 CT*M ,ear). 

斜 对 称 撞 度 场 

E M” 是 一 个 配 有 辛 结构 w? 的 辛 流 形 ,f;:M* 一 RR 是 一 可 微 
函数 , 则 了 与 邓 通 过 如 下 关系 唯一 地 确定 了 一 个 和 图 对 称 梯度 场 
sgrad f: ` 

w {u sgrad J) = vf =dftw)(= f WE o 的 导数 )， 
FH ew EOR M” 上 的 所 有 可 微 向 量 场 . 


辛 坐标 


设 a” 是 MY 上 的 一 个 辛 形式 , 令 Pir Pardes Ga 是 AM fy 
SPB AB RR EI i F ow? 有 如 下 标准 形 : 


at = Sdz, A dgis 
i=] 


TLR Peo ELAR. 根据 著名 的 Darboux 定理 , 辛 坐 标 
总 是 存在 的 - 
注 “ 易 见 , 在 局 部 辛 坐标 系 下 ,和 矩阵 (a,) 有 形式 
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0 F 
— E N , 
其 中 :五 是 吕 兴 于 £2 fy 5 BE. 对 于 M* 上 的 可 微 讽 数 f, 在 六 坐标 系 
下 ,其 斜 对 称 梯 度 场 可 表示 为 
sgrad f = | Af af L E a | 


(ay = | 


a,” “ag.” ap,’ + ap, | 
Hamilion 向 量 场 


Kv EERE M* 上 的 可 微 向 量 场 如果 M2" 上 有 一 可 微 函 

数 HMR MER 
v= sgrad H, 

ISA ov 称 为 一 个 Hamilton H EH., m BR H 叫做 Hamilton W% 
BR AE EE 2a i. 

显然 ,每 一 个 Hamilton 向 量 场 都 决定 了 M2” 上 的 一 组 常 微分 
方程 , 称 作 Hamilton 系统 . 在 局 部 辛 坐 标 proces Pagi toga Fo 
一 个 Hamilton 系统 可 表示 为 


d . 

d . 

T -- = t= 2H 
Poisson 括号 


RSA ¢ BEN M” be’ OM” bea, 
Wf Ag KF a H) Poisson 括号 定义 为 
{Jg} = w'(sgrad f ,sgrad g). 
TE Ca‘) Fe of ARB RE Cap) EAE RE, IB A HE J BB A pK Co’, 
1 x”) F Poisson 揪 导 可 表示 为 


iy af af 
(g) = 24 ax! agi 
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O Poisson #348 FT UAR — M EMAR: S F g 的 Poisson 播 号 
等 于 函数 g HH sgrad /的 导数 , 即 
{fg} 一 《sgrad Dg. 
对 合 性 


FME CM" aA) 上 的 两 个 光滑 图 数 了 和 gg 称 为 是 对 合 的 ,如 
REM Poisson 括号 等 于 0. 


1.7 Liouville 定理 与 Liouville 可 积 性 


Liouville 定理 是 Hamilton 系统 理论 的 最 基本 定理 之 一 ,根据 
这 个 定理 ,为 了 彻底 描述 一 个 ”个 自由 度 的 Hamilton KH, AE 
RE n PARAM A BRR. 下面 我 们 就 叙述 Liou- 
ville 定理 ， 


Liouville 定理 


设 辛 流 形 MELE n HERA RAR RR 万， 和 … 广 ,考虑 
af 下 由 国 数 五 一方 定 文 的 Hamilton 系统 v=sgrad H. 给 定 n 
个 常数 Croton SM. Æ Siac, 的 公共 水 平面 : 

Mo = {x © M™ fi C2) = ets f(r) = ey}. 
假定 这 ?个 函数 HEM. CA BR ds. dE 
M. 上 各 点 处 钱 性 无 关 ) BAA 

(D M., 是 每 一 个 向 量 场 PF 二 sgrad f; AREAN n 维 子 流 
形 , 即 每 个 F TEM. PR SER M.A. 每 一 个 /都 称 为 v 
的 一 个 首次 积分 ; 

(2) 若 MARRIED WERT n BO 

T" = 5 X + X S= {90g) mod 27}; 
《3) 车 W. 是 连通 但 非 紧 致 的 , 则 它 微分 同 王 于 一 个 上 维 环 面 
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与 R WEAR 
Th X RE = {Qa Ti ze mod 2 

(4) Æ M- 是 环 面 2, 则 在 其 一 适当 邻 域 内 ,曲线 坐标 系 (s， 
足下 还 性 质 ， 

G) BR noo EMNE T RRNA bee 
了 一 族 坐 标 ,并 且 它 们 可 表示 为 首次 积分 Af, 的 函数 .此 
时 ,JM 可 由 方程 组 sp 一 3 一 … 一 9 一 0 所 定义 ; 

GD 在 作用 量 - 角 变 量 坐 标 (s,9) 下 ,Hamilton 向 量 场 v 的 相 
流 可 表示 为 方程 


ds _ dp 
下 一 0， q et) 


的 流 . 特别 地 ,在 M. tA 
s=0, ot) = AO) + wlON, 

ERG OR-CEE BR MB UBM ITs), I= 
Chios TEU. A Bop. 于 是 , 辛 结构 o 在 新 的 坐标 下 
仍 有 形式 

af = Sidi. A dg, 


了 称 为 作用 量 PRATE C OR M. 邻 域 中 的 作用 量 - 角 变 
量 坐 标 系 . 


Liouville 可 积 性 


设 五 是 辛 流 形 M” 上 的 一 个 Hamilton 函数 , 称 Hamilton 向 
量 场 v=sgrad H 是 完全 Liouville 可 积 的 或 完全 可 积 的 ,如 果 存 
在 一 组 独立 且 相 互 对 合 的 了 范 数 AHH. fis. Liouville 定理 
HIERE T" BRA Liouville 环 面 ,而 这 些 环 面 就 构成 辛 流 形 Me 的 
GFA TAR Liouville Hitt. 

对 于 Liouville 可 积 的 情形 ,Hamilton 函数 可 在 作用 重 - 角 变 


to 
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量 坐 标 系 下 表示 为 
1 48 AY Hamilton 系统 可 表示 为 
J aH p dg_ aH 
vue df A 


A w= (a ,一 [名] | WUE 为 Hamilton 系统 wv 的 航道 的 


非 共振 环 面 


注意 到 7 一 常数 代表 一 个 不 变 环 面 7", 故 系统 wv 的 过 每 一 点 
的 胃 道 都 是 条 件 周 期 的 或 拟 周 期 的 ,从 而 稠密 地 布 满 一 个 环 面 7 
(man) Pim 等 于 算术 无 关 的 频率 个 数 。 MRERTH BL 
算术 无 关 的 频率 个 数 达 到 最 太 值 »( 即 不 存在 个 不 全 为 零 的 整 
数 kyr has PIG Aya, +o tkn = 0) PARAM HAAR ie 
环 面 . 


可 以 证 明 , 非 退化 的 Hamilton 系统 v CEP = TE = 
det| SIF) >40 时 ) 的 一 切 共振 环 面 的 并 在 相 空间 上 的 勒 贝 格 测度 
DE ,因而 非 共振 环 面 集合 为 相 空间 上 的 稠密 集 . 

% Hamilton 系统 一 般 都 不 是 可 积 的 ,前 可 积 系统 相当 “ 稀 
少 ”, 这 基本 上 像 无 理 数 对 有 理 数 一 样 .然而 ,在 许多 实际 物理 . 力 
学 问题 中 ,Liouville 可 积 Hamilton 系统 有 着 特别 的 重要 性 ,由 此 
可 见 ,要 判断 一 个 Hamilton 系统 是 否 可 积 是 多 么 地 不 容易 . 


1.8 Hamilton 系统 的 能 量 面 


令 ME 2n 维 辛 流 形 ,v 一 sgrad H BAA Hamilton BH H 
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的 Hamilton RA. ic 是 一 个 常数 , 则 水 平 集 

EP! — {z E M”|H (r) =c} 
称 为 Hamilton 系统 v=sgrad H 的 能 量 面 . 由 于 Poisson 括号 
(H.H) =0,ġ v=sgrad H 也 是 EP 上 的 一 个 切 向 晤 场 . 另外 ， 
Boc E HMEN., pA Er 上 grad 了 0 等 价 地 ,rang f 
£0) M Er 是 一 光滑 流 形 , 并 称 为 非 背 蜡 (正则 ?能 量 面 ， 

由 于 本 书 的 相当 二 部 分 荐 讨论 4 维 辛 流 形 上 可 积 Hamilton 
系统 的 ; 故 详细 介绍 有 关 2 个 自由 度 可 积 系统 的 能 量 面 的 问题 . 

R Mt! 是 一 个 4 维 辛 流 形 ,wz 一 sgrad H Æ M 上 的 一 个 
Hamilton 系统 ,并 且 有 第 2 个 首次 积分 了 ,使 得 { 吾 , 放 ==09, 此 时 该 
系统 是 Liouville 意义 下 可 积 的 . 由 于 在 处 理 实际 的 力学 及 物理 问 
题 的 过 程 中 ,人 们 常常 要 讨论 许多 在 某 一 个 能 量 面 上 是 可 积 的 ,而 
在 其 它 能 景 面 上 又 是 不 可 积 的 Hamilton 系统 ,因此 有 必要 讨论 一 
个 Hamilton 系统 在 一 个 弧 立 固定 的 能 量 面 上 的 可 积 性 . 根据 V. 
V. Kozlov RS. L. Zigin 等 人 的 工作 ,解析 系统 一 般 地 要 么 在 所 
有 正则 Hamilton 能 量 面 上 可 积 ,雪人 么 在 其 上 都 不 可 积 . 所 以 ,人 
们 应 该 考虑 可 积 性 与 不 可 积 性 共 窒 的 光滑 系统 ,以 及 相应 的 光滑 
首次 积分 . 由 于 函数 A 本身 也 是 Hamilton 系统 wv 二 sgrad HH 
一 个 首次 积分 , 故 3 维 能 量 面 五 .= {rE MA = BARB 的 
一 个 不 变 流 形 , 从 而 v 的 动力 学 性 质 可 以 限制 在 E 上 讨论 . 作为 
一 个 辛 流 形 ,MM 是 可 定向 的 ,因此 E. 也 是 可 定向 的 ， 


1.9 自然 Hamilton 系统 


设 M 是 一 x 维 光滑 流 形 ,KK Æ M 上 的 Rieman 度量 ,Y: 
MRR 是 一 个 除 有 限 个 青 点 外 光滑 的 函数 ,车 辛 流 形 CTM,) 上 
一 函数 H 可 表示 为 

H=K+AVer, TM =R, 
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WU 77 WU BR Hamilton 函数 ,其 中 ,x:TM-z2M EHUA TM B M 
的 自然 投影 . Rik H 有 表达 式 
Hlvr} = K vw) Vlr), vE THM 2 EM. 

在 力学 ,物理 系统 中 ,Riemann 度量 K 用 来 刻画 动能 ,Y 是 构 形 空 
间 Ad EÉ RERA. 

此 外, 若 < 是 五 的 正则 值 ,那么 c 也 是 站 的 正则 值 . 而 E= 
HOR TM 中 余 维 数 为 1 的 子 流 形 , 即 Hamilton 能 量 面 , 区 域 
Q= {2 MV (a) Sc RAMEE Si) M 中 的 可 达 区 域 . 


1.10 可 积 系 统 的 动量 映射 


设 M*” 是 一 光滑 辛 流 形 , 右 是 M* 上 的 一 个 光滑 Hamilton Ñ 
$t v=sgrad H 是 相应 的 Hamilton 系统 PE v 是 Liouville 可 
积 的 , 即 存在 :个 彼此 对 合 的 光滑 函数 HSS EINE 
ar” 上 几乎 处 处 函数 独立 ， 

设 映 射 F; M”— R" 为 

Flr) = (Alr) e, fo). Yre Mm, 

N FRATER v 的 动量 映射 . 

Ace My Bee 

rank dF (r) <n, 

BAR < AB F 的 临界 点 . HF 的 所 有 临界 点 集合 记 为 六, 那 
AiR FOOGA 5) 叫 做 动量 映射 FF 的 分 支 图 Cbifurcation dia- 
gram). 任 一 点 cE 称 为 动量 映射 片 的 临界 值 ,而 点 yER— E 
RAF OA RARE MA. 取 玉 的 一 个 正则 值 a, 车 
F(a) 非 空 , 则 由 Liouville 定理 知 ,F“1 (a) 的 每 一 连通 分 支 都 同 
及 于 一 个 HT". 若 a 沿 着 R" 一 5 中 一 光滑 曲线 变动 , 则 
Liouville H F~ 'ta) 也 连续 变动 而 不 改变 其 拓扑 结构 和 连通 分 
支 个 数 : 若 = 经 过 三 , 则 FO AREAL ORR. 


28 第 1 章 准备 知识 


弄 清楚 严 -ia) 的 分 支行 为 ,对 理解 系统 o 在 整个 流 形 M” 上 
的 动力 学 行为 十 分 有 益 . 


1.11 Bott 函数 与 首次 Bott 积分 


Bott 函数 


令 是 一 光滑 流 形 ,了 ;:M 一 R 媳 一 光滑 函数 ,对 于 一 点 

pC M.S rank f|, 二 0, 或 4f|, 二 0; 则 p 称 为 在 M 上 的 临界 点 . 
用 局 部 坐标 可 说 明 如 下 ; 设 (V OA p 点 的 一 个 局 部 坐标 卡 , 若 
BB aX 

F=feog', PV) CR +R 
满足 
af af 

ary “+ a, xa , 
则 pz 称 为 了 的 一 个 临界 点 ,否则 就 称 为 了 的 正则 点 . 此 外 ,在 临界 
点 户 椒 的 和 矩阵 


Hj; = [2 的 

称 为 了 的 Hessian BE. 

注 pp 是 的 临界 点 显然 等 价 于 了 的 梯度 场 grad f 满足 
grad f|,=0, 

在 临界 点 p 处 的 零 化 数 定义 为 Hessian 矩阵 A, 的 零 化 空 
间 维 数 ,或 等 价 地 说 ,五 ; OS SEAM PR BE S E p 点 的 指 
RE SMA Hj 的 负 特 征 值 的 个 数 ( 以 重 数 计算 ). BSE AE 
化 数 为 0, 旭 称 p 点 是 非 退 化 临 界 点 . 

定义 1.6 设 MM 是 一 光滑 流 形 ,NCM 是 一 光滑 子 流 形 . 若 
光滑 函数 :MR 满足 
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1) S WRF RA A FN: 

(2) 上 的 零 化 子 空间 维 数 等 于 dim N, 
那么 称 六 为 了 在 M 上 的 非 退 化 临界 子路 形 . 由 于 Bott05 最 先 讨 
论 这 类 函数 的 有 关 性 质 , 故 称 其 为 Bott 函数 . BI. ik A Morse 
函数 的 推广 . 

对 任 一 点 x 毛 NN, 切 空间 TM, 有 分 解 

TM, = TN, GT， 
在 点 了 的 局 部 坐标 系 ( 忆 ,内 下 , 设 了 MA 为 
R" = R" Ra, 
其 中 ,mm 一 dim M,n=dim N, fi] R" =ọ, (TM, ) R" =p, (TN,), 
R” =p, (TN.1). hit, £28 Bott Be SR W-CRD=0. 此 
外 , 设 
E = (X € R| X H,X <0) U {X= 0), 

E Er AHI Morse 指数 定义 为 Ind z=dim Æ.. 


Bott 积分 


iM" ft — FIR QCM" E M” 上 菜 个 Hamilton 函数 五 的 
EET. M be PO LK A 的 Bott 积分 , 仅 当 其 
有 人 性 质 

《li 在 名 上 Poisson #8 S(/,H}>=0; 

(2) 下 在 人 @ 上 的 临界 点 集合 是 己 的 一 个 非 退 化 临界 光 背 子 
MUG. 

设 已 是 1 维 辛 流 形 M 上 某 一 Hamilton BH 的 正则 能 量 
面 ,了 是 五 的 一 个 首次 Bott 积分 ,那么 了 在 急 上 的 非 退 化 临界 子 
流 形 是 曲线 或 曲面 ,临界 于 流 形 是 曲线 昌 Morse 指数 不 等 于 1 时 
的 情形 如 图 1.1 所 示 ,临界 子 流 形 是 曲线 且 Morse 指数 等 于 1 时 
的 情形 如 图 1. 2 所 示 ,临界 子 流 形 为 曲面 时 的 情形 如 图 1. 3 所 示 . 

注意 在 名 是 紧 致 的 人 情况 下 ,的 非 退 化 临界 子 流 形 只 能 是 
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Bl. A Ty sk Klein 瓶 , 因 为 临界 子 流 形 的 Euler 示 性 数 只 能 为 OCB 
见 2. 2 节 )， 


CPD 


图 1.2 
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图 1.3 


1.12 fH 群 


- 这 一 节 及 下 一 节 , 我 们 将 扼要 回顾 一 下 拓扑 空间 的 同调 群 与 
基本 群 的 基本 知识 . 
首先 ,让 我 们 回顾 一 下 奇异 同调 群 . 
SR 是 通常 的 欧 氏 室 间 ,如 果 工 与 y 是 .R" 中 的 两 个 点 ,那么 
z 到 y 的 线段 定义 为 集合 {一 入 x 十 ty10 才 1 志 1}，R" 中 的 一 个 子 
Re 称 为 是 凸 的 ,如 果 尾 取 c 中 两 点 x Myc Dy 的 线段 都 全 于 < 
E, 显然 , 凸 集 的 交 仍 是 凸 集 . 设 ATRA DAENNA R 中 所 
有 会 4 MoH. 


in- BS 


R 中 的 一 个 me- 单 形 * TORE R Pmt 个 点 构成 的 集合 {xo， 
zc} Ha. we, 向 量 Vy Boe Ue Tn To 线性 无 关 . 
注意 ,此 定义 与 将 哪个 点 视 为 ro 无 关 . 
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关于 单 形 , 有 如 下 简单 事实 : 

命题 1. 9 RR ARARA totoan CR, PRM BE 
等 价 的 : 

C1) i Eo t 92m To 线性 无 关 ; 

(2) 如果 > Sei = tics FA >= Sti HBA SSi i= 
Os, m. 

该 命题 的 证 明 是 一 个 简单 的 线性 代数 练习 ， 

出 上 面 这 个 命题 可 得 如 下 命题 ， 

命题 1. 10 WR mE ;是 点 集 {xo，… ,xm} 的 山 包 ,那么 
中 的 任 一 点 都 可 崔 一 地 表示 为 p= Dyin APAR i= e, 


ms B ee 1. 


上 述 点 集中 的 各 点 x RAS s 的 顶点 .出 命题 1. 10 可 以 
EBs 中 的 每 一 点 都 可 以 用 一 适当 选择 的 mr 十 1 元 组 (ze ,tm) 


ER. 

有 序 单 形 与 标准 单 形 

如 果 将 单 形 * 的 顶点 赋予 一 特定 的 顺序 ,那么 就 是 一 个 有 
序 单 形 . 

现在 令 s 是 一 个 有 序 单 形 , 其 顶点 为 fo，… ,x On WR 
中 满足 4 一 1 与 2,220 的 点 (46,…,1m) 的 集合 ,定义 一 个 函数 

J: Ön — S 

DS otita = Dyt BA f BERN. He Sb, aA 1. 10 
知 ,/ E-WASTE. 因此 ,每 


一 个 xm- 单 形 都 是 6. RR. 注意 ,5 也 是 一 个 以 ro 一 (1;0， 
O27 = 00,1. O27,’ = (0. OID ARAN m- JE, 
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这 种 单 形 6 叫做 标准 m- TB. 
奇异 单 形 与 奇异 链 


令 基 是 一 拓扑 空间 ,5 是 标准 m- MI. 和 企 一 连续 映射 
P;: Gn X 

称 为 一 个 奇异 单 形 . 由 此 易 见 ,任意 OBR SX PHA, 
任意 1- 单 形 可 等 同文 中 的 道路 ,等 等 . 

如 果 pg 是 一 个 m- BH TR, BR Oi op HS 
i 个 曾 age MAP RAS x 一 1 SUE: 

AP ast oly) = At oa be Dlip hn), 

WARS X+Y 是 连续 映射 ,p 是 X PH-SERA BAY 
中 的 奇异 单 形 户 ( 耻 定义 为 falO=foon WIA oe: Yow 是 
ESCA id: X-X 是 恒 等 映 射 ,那么 有 

e e Sda lO = ger Sal = g fO, 


以 及 
Cid) a (O = p 
设 C 是 一 个 阿 贝 尔 ( 交 换 ? 群 ,如 果 存 在 一 个 子 集 ASG. 使 得 
G 中 的 每 一 个 元 素 g 都 有 一 个 唯一 的 表示 


= Yna, 


ngA 

其 中 ,ws 是 一 个 整数 , 且 仅 对 有 限 多 个 aF, RACURAL 
群 ,集合 4 称 为 妃 的 一 个 基 . 

注意 若 C 是 一 个 具有 基 4 的 自 岂 阿 贝尔 群 ,及 是 一 个 阿 贝 
尔 群 ,那么 每 一 个 映射 S: A> H 都 可 延 拓 成 一 个 同 态 SCH, 
并 且 这 种 延 拓 是 唯一 的 ， 

如 果 放 是 一 个 拓扑 空间 , 则 可 定义 和 上 的 一 个 自由 阿 员 尔 群 
Sa XJ HEE X PATA AR mE PH RARE. sw5CX) 中 的 一 
VIR ¢ 称 为 关中 的 一 个 奇异 所 - 链 , 并 且 有 形式 
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c= Sings 
其 中 rite 是 整数 ,并 且 除 了 有 限 多 个 外 者 为 Q. 
边缘 算 子 


RAF # 是 奇异 和- 单 形 集合 到 奇异 (mm 一 1)- 单 形 集合 的 
一 个 映射 ,所 以 有 一 个 延 拓 后 的 同 态 : 
Os SmE KE) 54-1 CX), 


其 中 
ae = a ag) = > nae 
定义 一 个 算 子 如 下 : 
a: Sm X) > Sn CX), 
其 中 
A= %—AL Abo + O 1), 
= 2 Da, 
IRFU RR TS. 


关于 边缘 算 子 ,有 如 下 重要 性 质 ， 
命题 1.11 复合 算 子 
o Jo a: SCX) es, CX) 4s,,_, 0X) 


EBT Ri 8. a=0. 
寄 异 同调 群 


wc Hs, X) PHP ICR. A 文 =0, 则 称 c 是 m4- 闭 链 . 
smut 叉 ) 中 的 一 个 元 素 d EME d=, Whe 是 sna O PRES 
元 素 , 则 称 9 是 一 个 m- RE. 由 于 3 是 一 个 同 态 ,其 核 ker 3, Ep 
所 有 mAIRE, E st 及 ) 的 一 个 子 群 ,并 以 ZO Bm. F 
理 ,3 在 5s.《X) 中 的 像 也 是 一 个 子 群 , 记 为 BOO. BOO BRE 
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所 有 入 -边缘 链 构 成 的 集合 . 
由 上 面 的 命题 1. 11 BOOB ZOOM — TTR. PR 


商 群 
Za (X) 


A(X) = BX) 
BRA X 的 第 m hah EBF. 


可 以 证 明 , 同 调 群 是 ( 间 伦 意义 下 的 ?拓扑 不 变量 . 
Euler 示 性 数 


对 于 相当 大 的 一 类 常 遇 到 的 拓扑 空间 美 来 说 ,其 同调 群 是 有 
限 生成 的 ， 由 抽象 代数 的 知识 我 们 知道 ,车 4 是 一 个 有 限 生成 的 
交换 群 , 则 4 中 具有 有 限 阶 的 元 案 ( 邯 存在 n>0, 使 得 na 一 0 的 元 


EORR 4 的 挠 子 群 了 ,而 商 群 个 是 一 自由 交换 群 .多 的 最 小 生 
成 元 的 个 数 称 为 4 的 秩 ， 在 代数 拓扑 中 , 群 Hn CORREN X 
的 第 m > Betti $t fa: M X AY Euler RHR YOCOM HMA 
100 = SC DPn 
关于 两 个 拓扑 空间 积 的 Euler 示 性 数 ,有 如 下 定理 ， 
定理 1.3 设 拓扑 空间 和 和 了 都 是 CW 复 形 , 则 XXY 也 是 
CW 复 形 ,并 且 有 


XCX X Y) 一 YX) X ACY). 

AD REA MEAE FBR CW 复 形 . 

考虑 到 下 文 的 需要 ,下 面 我 们 给 出 几 个 简便 . 

AAAS 由 于 5S' 本 身 就 是 一 个 闭 链 ,而 2 维 链 为 零 , 故 有 

H (59 = 2,0X) =Z, 

这 是 只 有 一 个 生成 元 的 自由 变换 群 . 

显然 有 (任意 一 点 都 是 1 维 闭 链 , 任 意 两 点 都 是 一 个 1 维 奇 单 
形 的 边缘 ) 
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H,(S') & Z, 
于 是 
5D 一 1 十 (一 1 一 0. 
RAT? HFT, T =S XS, S ECW 复 形 , 故 其 
Euler 示 性 数 
XET) = 40S) x XD) = 0. 
Klein RK K BABA A Mobius 带 沿 边界 粘 全 而 成 
的 ,关于 K 的 同调 群 ,可 以 证 明 


HK) =Z, 
H, (K) = ZZ, 
H. (K) = 0, 
因此 
(K) = 1° +i- 1Y = 9, 
1.13 基 本 # 
道路 同 伦 


令 工 是 一 拓 拉 空间 (比如 欧 氏 空间 R.A: Lol] 及 
2:[0,1j> 瑟 是 到 中 的 两 个 道路 , 且 有 相同 端点 , 即 满足 人 40) 一 
6:00) =x C1) =8,0L) = 2. 如 果 存 在 一 个 连续 映射 下:[90,1]X 
[0,1 J+, tE 

F(s, =s), VseE [0,1]. 
F(s,1)= 826s), Ys € [0,1], 
FO.) = zp Vee [0.1], 
F.) =x Wie [0.1], 
ABA F A 3, BO, H— PIE. BIE 3 0,. 
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直观 地 讲 , 若 在 党 中 存在 一 个 从 å BO, 的 向 伦 , 就 意味 着 道 
BBO, 可 以 在 防 中 连续 形变 (保持 端点 不 动 ) 到 道路 5, 上 . 

特别 地 ,车 端点 重合 ; 即 z= az s WPI d, 是 一 个 环 路 (或 
圈 )、 此 时 ,车 6, 是 一 个 常 值 环 路 ,62《5) 一 TosY s E [0,1], BA 
6,26, rel (0,1) RA 人 与 一 点 同 伦 ,并 称 六 可 以 收缩 到 一 点 ,或 
ERE LH. 显然 ,平面 上 的 环 路 都 是 同 伦 平 凡 的 . SPRL 
有 “ 洞 ", 则 围绕 该 * 洞 "的 道路 是 非 同 伦 平凡 的 ,轮胎 面 上 的 经 线 与 
纬 线 也 是 非 同 伦 平 几 的 . 

易 见 ,上 述 同 伦 是 一 个 等 价 关 系 , 并 称 之 为 同 伦 等 价 : 

(1) 868 rel (0,1}; 

(2) 8, C24, rel {0,1} = 3,028, rel {0,1}; 

(3) 6,Wé, rel (0,13 45 3,024, rel {0,1} => 6,026, rel {0,4}. 
该 等 价 关系 定义 了 从 x 到 zi 道路 的 请 伦 类 [5]. 

设 人 是 ze 到 二 的 一 条 道路 ,3 x, 到 zz 的 一 条 道路 ,我 们 
定义 一 个 Lo 到 Tr 的 道路 ĉie, POE Mr H 人 与 连接 而 成 : 


ô (2s), o<s<i, 
2 
Cs) = ] 
6,25 — 1), FIIS 
易 证 下 述 结论 ; 


(4) Fea rel {0,1}5 8,426, rel (0,1) > 6,8, a,0, rel 
{0,1}. 

Fa J A a SCS BO, ROTA] AE ELS, LRTI a 的 同 伦 类 [8 ] 的 
右 乘 [人 [8:]， 可 以 证 明 下 面 的 命题 : 

命题 I. 12 $ mX ro Rm A 中 以 为 基点 的 环 路 ( 即 所 
有 满足 38(00)? 一 人 1) 一 z 的 道路 人 的 同 伦 类 ,其 中 道路 同 伦 类 的 
REMEE M mm(X,zro) 是 一 个 群 ,其 单位 元 是 常 值 道路 (以 ro 
为 基点 ?的 同 伦 类 ,58] 的 逆 元 是 环 路 
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t= lG) = sl — s), 0:1 
的 间 伦 类 . 


BAR 


设 z 与 xz! 是 拓扑 空间 X PRAMS. AMR 1 Kz 5 
zx1( 久 ,x 之 间 有 什么 关系 ,下 面 的 命题 回答 了 这 一 问题 . 

命题 1. 13 Gas x, Bi 2, WIR. RS 

z.: [8] — [ede] 
FER m CX ro SUF m (X24 a CRS A Ss E I AT 
Be aT). 

EETA SO EREN, Eo CX ERM PF 
AGA TBR zo 的 选择 . 于 是 ,我 们 可 忽略 基点 ;将 my (XS 
作 x (XX), 并 称 之 为 基本 群 . 

显然 ,基本 群 是 拓扑 不 变量 ， 


单 连通 
一 个 拓扑 空间 X 如 果 是 道路 连通 的 ( 即 对 该 空间 中 任意 两 点 


Xl 与 rz 都 存在 一 连续 映射 &; [0,1] 一 多 ,使 得 a(0}—2,,¢{1} 
=r) ,并且 其 基本 群 是 平凡 的 ,那么 称臣 是 单 连通 的 . 


1.14 3 维 流 形 的 若 于 知识 


连通 和 


令 M, Mi M: 是 3 维 连 通 流 形 ， 假定 存在 3- ARE C; Clint M: 
G@=1,2)RRA 
A;, R = M, — İnt C: — M, 


114 REHE TR 39 


使 得 
AR? 门 h Ra) = hoc) = Ra lC), 
并 且 
M = A, CR) U ACR), 
那么 称 MA MAM, 的 连通 和 ,并 记 为 
M = M H Ma 

直观 地 讲 , 将 两 个 3 维 流 形 各 挖 去 一 个 3 维 球 Di( 即 3- 胞 
腔 ) ,然后 再 沿 挖 去 D 后 留 下 的 边界 Sf 粘 合 在 一 起 ,就 得 到 两 个 
3 维 流 形 的 连通 各 . 

关于 连通 和 ,有 如 下 断言 : 

引 理 1.1 连通 和 所 定义 的 代数 运算 在 可 定向 的 3 维 流 形 与 
保定 向 同 胚 范畴 中 是 可 结合 与 可 交换 运算 ， 

关于 连通 和 的 基本 群 ,有 

引 理 1.2 设 M=M,4 M. Ul 

mM) = mM) Mm CM). 


ERE 


7EM 1.7 车 一 个 3 维 流 形 M 的 任 一 表示 M=M 4M, 都 意 
味 着 M AM 中 必 有 一 个 是 3 维 球面 8, 则 称 iM 是 一 个 素 
(Prime) 流 形 . 

关于 3 维 流 形 , 有 如 下 基本 结论 : 

命题 1.14 设 对 是 一 个 紧 致 无 边 的 3 维 流 形 , 则 WM 有 一 素 
分 解 : 

M = MH H Mys 
其 中 ,每 一 Mi 一 1,2，……2) 都 是 罕 流 形 . 


不 可 约 流 形 | 
定义 1.8 设 M 是 一 个 3 维 流 形 ,如 果 M 中 每 一 个 2 维 球面 
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都 是 M 中 菜 个 3- 胞 腔 的 边界 , 则 称 M 是 不 可 约 的 (Irreducible). 
命题 1. 15 如 果 SERRE M 是 可 约 的 ,那么 MEA S 
底 空 间 的 2 SEBR TTA. 


Seifert if ER 


考虑 柱 体 
D? x [0,1], 
其 中 
D = (ECs Rje, 
i RES D xX {0} DX {1}. 
TED = (22,1), 

其 中 ,a Alb RBM WE a> Oe 与 5 ER. 

将 上 述 柱 体 两 端 利 用 映射 了 等 同 起 来 ,就 得 到 实心 环 体 的 一 
种 纤维 化 表示 ,其 纤维 是 

ffert) [z E Dt € [0,1]}, &=0.,a—1. 

ub ERLA DS 上 定义 一 个 (ay 所 型 纤维 化 表示 ， 
以 D? 为 底 空 间 , 以 $1 为 纤维 ,在 异 于 纤维 ( 当 o> 1 时 ) 

(0. jz € [0,1]} 

的 其 它 纤维 处 都 有 一 局 部 平凡 表示 . 此 外 , 环 体 中 的 纬 线 都 不 是 
oF HE. 

图 1. 4 BS AE (2,199) Seifert 纤维 化 例子 . 

定义 1.9 Op: M-BRU BARS WS 为 纤维 的 纤 
BMS T 是 边界 AM 的 一 个 连通 分 支 . RV B—-PRD HR, 
将 了 沿边 界 AeA. BT 中 的 纤维 在 粘 合 后 不 是 V 的 
BR. 于 是 ,V 可 有 如 上 描述 的 娃 维 表示 ,使 得 OV 上 的 纤维 同 M 
E T? EAHA. 如 此 所 得 到 的 流 形 称 为 Seifert 空间 或 
Seifert 纤维 化 表示 ， 
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在 可 积 Hamilton 系统 理论 中 ,具有 Bot 积分 的 能 量 面 上 只 
有 (2,1) 型 的 Seifert 纤维 化 表示 人 允许 出 现 . 因此 ,研究 含有 (2,1) 


例外 纤维 


图 1.4 
型 的 纤维 化 的 实心 环 体 的 Seifert 纤维 化 表示 ,对 于 Hamilton 系 
统 的 拓扑 理论 是 非常 重要 的 . 


Dehn 流 形 


设 工 是 3 维 球面 5; 中 的 一 个 环 链 (link) ,以 ez) 表示 环 链 工 

在 5 中 的 * 余 集 ”, 即 
etL) = S — NCL), 

AP NUORR LES PH-PRRIFGR. BR eZ) 的 边界 
2 (ZL) 中 的 一 个 简单 闭 曲 线 2 IR SHE = 
LUi, 便 得 到 一 个 新 的 环 链 , 并 将 这 种 过 程 称 为 缠绕 操作 ， 此 外 ， 
当 上 是 3etL) 中 菜 个 圆 盘 的 边界 时 ,该 缠绕 操作 是 平凡 的 ,反之 , 则 
缠绕 操作 是 非 平凡 的 . 
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定 尽 1.10 S 中 的 一 个 环 链 工 称 为 一 个 重复 环 链 (iterated 
toral link), 邵 果 工 可 以 由 平凡 纽 结 通过 有 限 次 缠绕 操作 得 到 . 

击 此 可 以 定义 所 谓 的 Dehn 流 形 ， 

定义 111 设 M 是 一 个 3 维 流 形 , 如 果 存 在 一 个 重复 环 链 工 
性 5 ,使 得 帮 可 由 et 通过 把 若干 实心 环 体 党 边界 ee DHA 
成 得 到 , 则 M 称 为 Dehn WE. 

Dehn 流 形 的 概念 在 讨论 可 积 Hamilton 系统 的 拓扑 等 价 类 时 
十 分 有 用 . 


第 2 音 Mt E Hamilton 系统 的 
若干 性 质 


在 这 一 章 中 ,我 们 将 讨论 MLB Hamilton 系统 的 若干 概 
念 及 其 性 质 , 它 们 对 于 更 深入 地 探讨 可 积 Hamilton 系统 的 性 质 是 
不 可 缺少 的 . i 


2.1 WAR Hamilton 系统 的 拓扑 等 价 


首先 ,我 们 考虑 一 般 情 形 下 的 Hamilton 系统 的 拓扑 等 价 性 
BV, BBS CHIME ERB RP CEP =H, 
=const}) 上 的 一 个 非 共 振 可 积 Hamilton 系统 ,V, BABS [al MP 
bai EP 上 的 一 个 非 共振 可 积 Hamilton 系统 . 此 外 , 假 
E EPT 5 EPO 的 定向 都 已 给 定 . 

FEM 2.1 REE PR EE A EP OSET 1 将 系统 
V, 的 Liouville 1 ERA) AE V: 的 Liouville Hi. FB RGAE 
量 面 EP! EP 的 定向 ,那么 称 ETT 上 可 积 Hamilton 系统 7， 
与 EP 上 可 积 Hamilton 系统 V: 拓扑 等 价 ( 或 几何 等 价 ). 

注意 AAR SER BE” 上 一 个 首次 积分 A 的 水 平 集 映 到 
EP? 上 一 个 首次 积分 SW KEE. RR A 的 不 同 水 
平 集 上 ,如 图 2.1 Ara. 

还 有 更 强 的 拓扑 等 价 定义 ， 

定义 2.2 KV SV. WEE M 2.1 中 所 要 求 的 条 件 , 而且 
微分 同 胚 还 保持 种 自 Bott 积分 的 临界 子 流 形 的 定向 ,那么 称 V: 
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与 V: 强 拓 扑 等 价 . 


图 2. 1 
有 了 拓扑 等 价 的 概念 ;人们 就 可 以 对 可 积 系统 进行 分 类 ,从 而 
有 有 于 从 拓扑 角度 判定 一 个 Hamilton 系统 的 可 积 与 不 可 积 性 . 


2.2 Bott 积分 的 临界 子 流 形 


由于 现实 中 大 多 数 可 积 系统 的 首次 积分 在 几乎 所 有 的 能 量 面 
上 都 是 Bott Rt. MAY EM Bott 积分 做 深入 讨论 ， 
设 光滑 函数 ff: MIR E M ESE Hamilton ae te AE at 
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GERD GHW ERA M 的 临界 点 ;上 的 Bort 积分 . 这 一 节 
中 ,我 们 将 讨论 了 的 临界 子 流 形 的 结构 . 

首先 ,讨论 一 个 一 般 性 的 结果 : 

定理 :2.1 REBM™ E+ Hamilton AA H 的 非 奇 异 能 
量 面 ,上 是 五 的 一 个 Bott 积分 ,那么 牛 的 临界 点 集合 不 含 孤 
WA. 

证 明 ”因为 EE 是 MEA RRR ARAM ED 
HETA, FEE ER Hamilton RH v=sgrad H 是 一 个 处 处 不 
AS fel 44. pÆ E CB v ERA DCAD Hamilton 流 ). 现在 
设 p 是 了 在 玉 上 的 一 个 临界 点 ,由 于 了 是 % 的 一 个 积分 , 故 Ev 
的 任 一 条 轨道 上 是 一 个 常数 . 以 下 证 明 帮 道 Bt) 上 的 每 一 点 都 
ESEE ERIR. 

任 取 tp) 上 一 点 9 Ro pA e AHAM a RRM 
Poincaré 截面 D, 与 D,; 它 们 都 微分 同 肛 于 2n—1 HEA De. 
由 管状 流 定理 知 ,对 适当 选取 的 D, 与 D,; 流 8 导出 一 个 微分 
- HE ¢:D, >D o FEA GER POS x 在 一 条 轨道 上 》 

FK) = fx), Vr D,. 
考虑 D, BBRA to'r, SD, HAMA RA CH. 
Poet seers A 


3f St Bf D 
Bey j=l ay; ax, , 
af > af 3y; 
ar, 1 = dy; ez 1 
Rp 
Ff af 
ar DY AV, 


但 户 是 /的 临界 点 , 即 有 于 | 一 0, 而 De 非 退 化 ,由 此 推出 
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af 
ay | 


注意 到 沿 轨 道 gp) 有 型 一 0, 故 g 也 是 了 的 临界 点 ， 此 外 ,由 向 量 
场 v WARS EH. PR BtP) 是 非 平 凡 的 ,因此 上 子 的 每 一 临界 点 都 
#2 4b Dae BR. TEER. l 

由 此 可 得 下 述 事 实 : 

定理 22 M* 上 的 Bott 积分 在 一 紧 致 非 奇异 能 量 面 上 的 连 
通 临 界 子 流 形 是 下 述 3 种 情形 之 一 : 圆 .2 HE Klein 瓶 . 

ERA 设 了 是 系统 一 sgrad H EH HAAR ERE EH 
Bott 积分 ,二 是 了 上 在 互 中 的 临界 子 流 形 . AT LE 的 不 变 集 ， 
即 过 任 一 点 p Ez 的 轨道 仍 售 于 工 中 , 故 v 在 工 上 的 腿 制 是 工 上 
的 处 处 不 为 零 的 向 量 扬 ,这 表明 工 的 Euler 示人 性 数 为 0。 于 是 ,在 
1 维 情况 下 工 是 圆 ,在 2 维 情况 下 工 是 环 面 或 Klein HA. 

推论 2.1 RA EM EM Hamilton BRE 是 态 的 一 个 
非 奇 异 能 量 面 ,如果 基本 群 x,(E) 不 含 指数 为 2HTR 的 
Bott 积分 了 在 E EIA HA Klein #5. 

证 明 ”由 代数 拓扑 知 ,车 E A Klein 瓶 作为 其 子 流 形 , 则 
mE el 为 单位 元 ) ,并且 (含有 阶 数 为 2 的 子 群 , 同 假设 
FJ. 

注 sI AMMRER RH A A R eh A eR 
个 Bott 积分 在 非 奇 蜡 能 量 面 上 有 临界 Klein 瓶 , 因 此 ,有 理由 不 
考虑 具有 临界 Klein 瓶 的 Bott 积分 , 另外 ,下 面 的 缚 论 表 明 即 使 
从 纯 理 论 角 度 看 ,这 Klein ia RR FRE AY Bott 积分 的 讨论 也 
无 太 大 意义 . 

fio 2.1¢Fomenko!?*)) i EM 上 革 个 Hamilton 函数 
H WARES RSEB A. BE LHF A 的 Bot 积分 ,其 临界 子 流 形 
含有 Klein W. © UCB ETM 中 一 充分 小 的 管状 邻 域 ,那么 


= 0, 
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存在 一 个 二 重 徐 盖 
m, CU AED Hf) > UC), AS), 

这 里 ,5 CE) — RIE. E U' CE’) Lk — 9 Hamilton M 
数 , 具 有 形式 H =r (A). HARB v 二 sgrad ARAM E 
=a (FE) EAA Bott 积分 fan OS MEAT RRA 
囊 定 向 的 ,从 而 仅 含 图 与 环 面 . 在 这 种 情形 下 ,三 中 的 临界 区 lcin 
瓶 都 “展开 ”为 EP ASH. ESR. U CE ER Ea OR 
邻 域 . 

由 上 述 命题 和 前 面 的 讨论 可 见 ,在 讨论 Bott 积分 时 只 需 考 虑 
临界 子 流 形 是 圆 或 环 面 的 情形 . 

下 面 讨论 一 下 3 维 能 量 面 上 的 Bott 积分 了 在 某 临 界 子 流 形 
上 的 指数 问题 . 

设 了 的 临界 子 流 形 工 是 一 个 图 , 则 工 的 法 从 中 的 纤维 是 2 维 
欧 氏 平面 . 于 是 ,了 关于 工 的 Morse 指数 只 有 3 种 可 能 : 

(1) Ind L=0,3eK / Æ L ER RM; 

(2) Ind 艺 一 2 ,这 时 了 在 工 上 取 极 大 值 ; 

《3) Ind 工 王 1, 这 时 了 在 工 土 具有 吉 点 性 质 , 或 等 价 地 具有 双 
HEE: ED BS LER A CLERA ARA. N 了 限制 在 
D. 上 的 性 态 就 是 通常 Morse BRERA MER. 这 里 ,鞍点 
《 双 曲 临界 点 ?是 指 这 样 的 临界 点 ,在 这 样 的 点 处 范 数 既 不 取 极 小 
值 .也 不 取 极 大 值 . 

B 2.2 给 出 了 在 截面 D, 上 对 应 不 同 Morse 指数 的 3 种 


以 后 称 指数 为 1 WARR y BR AE BY (saddle critical circle) 
By Oe HH Gs A E Chyperbolie critical circle), 
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(a) 


2.4 Liouville 环 丽 的 分 支 43 


2.3 desde eR Hamilton 系统 


我 们 首先 考虑 一 般 维 数 情形 下 的 可 积 系统 及 其 能 量 面 的 Li- 
ouville 叶 状 结构 , 即 一 族 Liouville 环 面 T". 

定义 2.3 HH BRB M* 上 的 一 个 Hamilton AM, E Æ 
H 的 一 个 非 奇 异 ( 且 非 空 ) 能 量 面 ， 如 昌 在 五 中 存在 稠密 的 非 共 
He Liouville H ESR 1.7 节 ) 集 ,那么 称 Hamilton 系统 一 
sgrad H Ø E LÆ RM. 

在 非 共 振 的 情况 下 ,一 条 积分 轨道 的 闭 包 往往 就 是 包含 该 加 
道 的 Liouville 环 面 本 身 , 可 以 证 明 这 时 的 Bott FA IAF RIE 
正 是 一 个 Liouville 环 面 . 

对 具体 的 物理 和 力学 系统 的 研究 (Dshemkov,Charlamov， 
Fomenko, Bolsinov, Kozlov 等 09) 表明 ,在 4 维 辛 流 形 Mt 上 ,大 
多 数 有 着 物理 背景 的 Hamilton 系统 在 几乎 所 有 的 能 量 面 上 都 是 
非 共振 的 -. 此 外 ,对 于 非 共振 的 Hamilton 系统 来 说 ,Liouville 环 
面 的 分 布 并 不 依赖 于 具体 Bott 积分 的 选择 . 因此 ,重要 的 事情 是 
Bott 积分 的 存在 与 否 , 关 于 这 方面 的 详细 讨论 ,读者 可 参考 
Fomenko 的 原始 论文 87 当然 ,在 具体 问题 的 讨论 中 能 够 找 出 
最 简单 的 Bott HAFA BIT A E AAE. 


2.4 Liouville 环 面 的 分 支 


WEE 3 维 能 量 面 ,f 是 的 Bott 积分 ,我 们 知道 对 于 了 的 
EM c.f @)#—F Liouville 环 面 . Reo 是 了 的 一 个 临界 值 ， 
那么 当 < 作为 参数 变化 经 过 co 时, 环 面 广 :(c) 会 发 生 迁 移 、 灌 失 
或 再 出 现 . 特别 是 环 面 OE 广 :(co 附 近 变 动 时 会 发 生 结 构 
性 变化 , 即 所 谓 的 分 支 . 这 里 的 分 支 同 经 典 分 支 理 论 相 比 更 丰富 、 
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更 复杂 ,因为 这 是 关于 流 形 的 分 支 . 
现在 让 我 们 看 一 下 当 c 经 过 的 临界 值 cs 时 Liouville 环 面 
Ac) 是 如 何 随 参 数 c 变化 的 . 

令 4 表 示 广 :(co)? 的 一 个 连通 分 支 ,并 设 4 包含 So) PA 
临界 点 . 那么 有 两 种 情形 ， 

Cl) 了 的 临界 子 访 形 工 在 4 中 是 连通 的 ,这 时 称 上 在 4 上 是 
简单 积分 ; 

(2) 临界 子 流 形 工 在 4 中 由 多 于 一 个 连通 分 支 组 成 ,这 时 称 
积分 了 在 4 上 是 复杂 的 . 

关于 Liouville 环 面 的 分 支 ,下 面 的 结果 是 显然 的 

定理 2.3 设 Bott 积分 了 在 能 量 面 互 上 具有 性质: 了 在 所 有 
包含 临界 点 的 水 平 集 fe) ERE AN. 那么 有 下 述 几 种 
情形 : 

CD) APR LEP AA. 这 时 ,存在 一 单 参数 Li- 
ouville E {T.C eoe) je> 0), 4 e Whi Te ED CE 
HD, H e—0 时 了 ,一 工 或 者 临界 子 流 形 工 是 一 个 极 小 值 圆 . 这 
时 ,同样 有 一 单 参 数 Liouville HMR (Te Cf te’) |e > 0}, 
4-0 T.-L. AKA LER HFR 的 定义 如 前 . 

(2) 工 是 一 个 极 大 值 环 面 ， 那 么 存在 两 个 单 参 数 Liouville 环 
MRT. COS (ep) Je > OU FIT CS Ceo te’) |e > 0}, H e0, 
es 一 0 时 ,7, 与 了 Te 相互 靠近 ,并 在 上 上 烙 合 在 一 起 ABE 
看 ,在 工 是 极 大 值 环 面 的 情形 下 , 当 c 在 cs 附近 变化 时 , 环 面 
J OREERS. 同样 的 结论 也 适合 于 工 是 极 小 值 环 面 的 情 
形 . 易 见 工 == A. 

(3) 了 工 是 一 个 鞍 临 界 圆 (或 双 曲 临界 圆 ). 这 时 , 广 " (coy 中 会 
工 的 连通 分 支 4 是 分 片 光 滑 、 紧 致 的 2 维 狗 面体, 其 奇异 曲线 就 
是 工 , 并 且 在 工 的 邻 域内 4 形 如 两 个 在 L 上 横 截 相交 的 平面 ， 以 
处 表示“ 十 "字形 集合 , 旭 4A 在 上 的 局 部 邻 域内 可 表示 为 X KI 
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EJ 是 二 上 一 充分 小 的 线段 . XX 如 图 2.3 所 示 . 


WN 


图 2.3 


(4) 工 是 一 极 值 ( 极 小 或 极 大 )Klein HR. 那么 存在 一 个 单 参 
数 Liouville 环 面 族 T., 5 e0 A ToL, LSA. 

关于 该 定理 的 进一步 详细 讨论 世 可 参见 A. T. Fomenko 的 
eee) . 

T R WAE ERA E R, ATH R M a 
Klein HAF TE, ROBIE ORA Eie. 

作为 定理 2. 3 FA PRO, 

定理 2.4 设 E 是 一 紧 致 3 维 能 量 面 ,是 上 的 一 个 Bott 
积分 ,那么 关于 了 了 的 任 一 Liouville 环 面 分 支 都 可 由 定理 2. 3 中 的 
4 类 基本 分 支 复合 得 到 . 


2.5 WAR Hamilton 系统 的 构架 与 复杂 上 度 


#4 3B (skeleton) 4 3 3% JE (complexity) Bil a KR RO EF 
Hamilton 系统 的 分 类 来 说 是 很 好 的 工具 . 
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设 五 是 3 维 流 形 ,我 们 考虑 五 的 Liouville RAR. 设 沿 着 
某 个 Liouville Hi T JL E SIA, FEED RAATH DRT 
5 T A IE . EA RSE DS TT BG EE 
T 粘 合 起 来 , 则 我 们 通过 五 得 到 一 个 新 的 3 维 流 形 EUR TH 
的 Liouville 址 状 结构 ,如 图 2.4 Bras. 我 们 称 上 上 的 Liouville I 
KAD E BY Liouville 叶 状 缚 梅 得 到 的 ， 
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EX 24 KA, HA, 是 两 个 可 积 Hamilton 系统 ,如 果 它 
们 在 能 量 面 上 的 Liouville 叶 状 结 梅 可 以 沿 某 个 Liouville HH 
曲 而 相互 得 到 ,那么 称 A, 和 器; 粗 等 价 (roughly equivalent). 

定义 2.5 可 积 Hamilton 系统 的 一 个 粗 等 价 类 , 称 为 该 系统 
的 一 个 构架 . 

易 见 , 粗 等 价 是 拓扑 等 价 的 . 

构架 的 概念 间 下 述 几 和 何 构 架 的 概念 有 关 : 

定义 2.6 设 P 是 一 个 紧 致 可 定向 的 2 维 闭 曲面 ,KK 是 PP 上 
的 一 个 图 (graph). 假定 下 满足 下 面 儿 条 人 性质 { 见 图 2.5): 


P 


CS 


图 2.5 
()K 中 的 每 个 顶点 要 么 是 孤立 点 ,要 人 么 顶点 次 数 为 2 或 4; 
(2) K EP 中 的 余 集 P 一 KK 和 同 胚 于 有 限 个 开 剖 环 Si1X (0,1) 
的 并 ，; 
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(3) K 中 任 一 个 可 作为 SIX00,1)? 边 界 的 环 路 ( 圆 ? 的 定向 同 
HT PMS AAA. RAE Sk (0,1) 的 公共 边 
界 时 恰好 具有 相反 的 两 个 定向 ; 

ORT PARRA K 仅 是 一 个 无 顶点 的 环 路 外 ,图 五 一般 
不 售 无 顶点 的 环 路 (或 图 )， 
那么 称 偶 对 (5CP, 天 ?是 一 个 几何 构架 . 

几何 构架 的 提出 ,是 以 下 述 事实 为 背景 的 : 

命题 2 2 对 于 能 量 面 吾 上 的 一 个 Bott 积分 六 可 构造 相应 
MEK. BK PHRMA SEE SORA ARAN 
HK 中 的 其 它 连 通 分 支 对 应 着 积分 上 子 的 临界 水 平 集 的 连通 分 
支 ,这 些 连 通 分 支 都 含有 芝 临 界 圆 . 于 是 ,每 一 蒜 临 界 圆 都 有 K 
中 的 非 扳 立项 点 与 之 对 应 ， 

关于 可 积 Hamilton 系统 的 构架 ,下 述 定理 是 基本 的 

定理 2.5 所 有 可 积 Hamiiton 系统 的 构架 与 所 有 几何 构架 
之 间 存 在 自然 的 一 一 对 立 . 

证 明 (SRA OE BR. Hamilton 系统 五 在 
能 量 面 上 次 Liouville 意义 下 的 Bott 积分 AM 了 与 五 一 起 赋 
F E 一 个 Liouville HRA. 由 于 了 是 Bott 积分 ,所 以 奇异 的 
Liouville 时 (或 纤维 ?都 是 圆 ,因此 ,由 Liouville 叶 状 结构 可 导致 
E 的 一 个 以 圆 S 为 叶 ( 纤 维 ) 的 叶 状 结构 ,其 中 了 的 临界 圆 都 是 该 
结构 的 叶 . 将 关中 每 一 个 图 叶 袖 为 一 点 而 得 到 的 商 扼 扑 空 间 是 一 
个 2 维 闭 曲面 了 P, 则 .的 包含 临界 点 的 水 平 集 连 通 分 支 在 商 拓扑 
THERA P 中 的 一 个 图 KK 的 顶点 对 应 着 了 上 的 临界 圆 , 顶 
点 之 间 的 连 线 对 应 着 上 的 水 平 集 族 中 那些 包含 临界 加 的 连通 分 
支 中 的 Liouville AE T’. 显然 ,在 此 商 拓扑 下 有 一 个 息 然 的 一 一 
对 应 关系 ， 

上 面 的 证 明 只 给 出 了 一 种 直观 的 说 明 ,一 个 严格 的 证 明 是 在 
实心 环 体 的 Seifert 纤维 化 理论 上 建立 起 来 的 (参见 Fomenko 的 
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Meo”), 

EM 207 © v=sgrad H È 3 Hn PAAR E EKNER 
Hamilton F(E) E Æ H ARE R), Eou Æ E EH Bott 
Ri thm RR SEE ERREAK h. BD ARA, Un 
RR EER 了 的 所 有 和 包 售 临界 点 的 水 平 集 连 通 分 支 后 余 集 的 连 
通 分 支 个 数 ， 则 偶 对 (2) 称 为 可 积 Hamilton 系统 v 的 复杂 度 . 

易 匈 , 当 关 去 掉 了 的 包含 临界 点 的 连通 分 支 ( 包 括 柏 立 的 临 
和 界 圆 和 水 平 集中 含 鞍 圆 的 连通 分 支 ) 后 ,其 余 集 是 有 限 多 个 开 流 形 
It, RPA REF S X SX (0,1). 

直 复 杂 度 的 定义 可 以 看 出 ,两 个 粗 等 价 的 可 积 Hamilton 系统 
的 复杂 度 是 一 样 的 . 这 是 由 于 两 个 粗 等 价 可 积 Hamilton 系统 的 
Liouville 呈 效 结构 在 拓扑 等 价 意 义 下 是 相同 的 ,因而 相应 的 奇异 
Liouville 纤维 ( 即 非 Liouvilte 环 面 纤维 ) 的 个 数 是 一 样 的 . 由 此 可 
见 , 复 杂 度 是 可 积 Hamilton 系统 构架 的 不 变量 .- 

注 H Hamilton 系统 的 复杂 度 概 念 自然 而 然 地 反映 出 了 
Hamilton 微分 方程 系统 的 次 层 性 质 . 从 可 积 系 统 的 辛 拓扑 角 唐 
来 看 ,这 种 概念 的 出 现 是 顺理成章 的 事 ， 

定义 2.8 MARP, OBERE EARI nn), H 
Hm 是 下 的 顶点 数 ,n 是 也 一 KK 的 连通 分 支 个 数 . 

由 前 述 讨论 知 ,车 两 个 可 积 Hamilton 系统 有 相同 的 构架 ; 则 
它们 的 复杂 度 相同 ,反之 ,车 两 个 可 积 Hamilton 系统 有 一 样 的 复 
EE ,那么 它们 的 构架 是 否 一 样 呢 ? 根据 定理 2.5, 人们 不 难 通过 
对 便 对 (ma) 枸 造 不 同 的 几何 构架 CP KOSO, K), ER 
KOS (POA RDR RE Gr on) 从 而 对 刚才 的 问题 做 出 
否定 的 回答 . 不 过 ,我 们 有 下 面 的 结论 : 

定理 2.6 具有 给 定 复 杂 度 (m,n) 的 可 积 Hamilton 系统 的 构 
FB BE ARB. 

TEAR 由 几何 构架 的 定义 知 ,具有 给 定 复杂 度 (xx,n) 的 几何 
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构架 (PP, 天 ) 注 意 , 已 是 可 定向 财 曲 面 ? 的 个 数 必 是 有 限 的 ,于 是 由 
定理 2.5 可 推出 本 定理， 


2.6 具体 Harmilton 系统 的 讨论 
本 节 中 ,我 们 将 对 两 个 具体 的 可 积 Hamilton 系统 讨论 有 关 能 
AmI Bott 积分 等 问题 . 
3 HEU te ie oh 


Euler 情形 
我 们 考虑 一 类 刚体 动力 学 , 即 保持 策 心 不 动 的 刚体 的 惯性 运 
动 , 其 运动 方程 如 下 : 


cM + axM=o0, (2.2) 
i 

X axy =o, (2.2) 
M = AQ. 


其 中 „Q= Can s es oy) E RR R A E E AM 是 角 动 量 向 量 ,V 
是 单位 动 径 向 量 ,“X” 表 示 向 量 的 叉 积 ,4 是 惯性 算 子 : 


A, 0 0 
A = 10 A, 0 
0 0 A; 


易 见 ,有 
M = CA yao Aath) a 
于 是 方程 (2. DER . 
A + (A; 一 Aje = 0, 
区 + CA, — Apa = Q, {2. 3) 


A,@, + CA, 一 A = 0. 
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在 Euler 情形 下 ,A,A; 与 A; 彼此 互 不 相同 ,不妨 设 0<Al 之 
43: 之 As， 上 述 方程 有 一 个 所 谓 的 几何 积分 (V ,V) 一 1( 常 数 ), 此 
外 ,由 VV 和 和 有 的 意义 知人 ,MM) 一 cc 为 常数 . 
易 见 ;上述 方程 可 袖 为 4 维 流 形 M: 
s= tv t u +77 = 1, 
[G = Amu, + Au, + Aywyu, = E 
上 的 一 个 Hamilton 系统 ， 显 然 ,Mr 等 价 于 S? LMA TS. 
此 外 ,上 述 方程 有 2 个 首次 积分 
H = Ayw? + Azw,? + A,w,’, (2. 5) 
f = Ate? + AF + Aza, (2.4) 
其 中 ,第 1 个 积分 表示 能 量 守 人 恒 , 第 2 个 积分 表示 动量 守恒 . 
利用 直接 代 人 法 或 Lagrange FE BK. AOR AY e0 时 
Hamilton 函数 H 的 临界 值 分 别 为 


C2. 4) 


g? 


fy = A,’ 
gË 

ha = A,’ 
c? 

h= go 


可 以 证 明 {( 和 参见 本 书 第 5 章 ) 如 下 结论 : 

命题 2.3 设 产 是 函数 KENE E, BH EM 上 对 应 于 
h HRE BEA 

(1) MRE Cheat E 同 肘子 两 个 不 相交 球面 S 的 并 ; 

(2) H RE Chhati, Ea SRF S! XS; 

(3) SAE Ch colf, E, HEFE S E RP. 

此 外 ,有 下 述 结论 : | 

命题 2. 4 在 Euler 情形 下 ,积分 f( 即 (2.6) 式 ) 在 的 所 有 
非 奇异 能 量 面 上 都 是 Bott AL, / 在 能 量 面 上 的 临界 子 流 形 都 是 
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非 退 化 临界 圆 ， 
Kovalevskaya 情形 
考虑 具有 外 力 的 刚体 运动 ,其 运动 方程 如 下 : 


a + Ox M=qX grad V, 


a 


d 
4 下 一 9 X 人 ， (2.7) 
M = AQ, 

A = diag(A\,Az,Ay), 

EX ROAR RAV 是 势 函 数 . 该 系统 有 如 下 首次 
FAS}: 


Fe@qg=@q'+q?+¢@/=1; 
G= Awg + Agteg, + Agthgs = Cs 


H= Leh? + Arw + A HVO =A, 


并 且 H BRAN Hamilton 国 数 . 
4 A = A = 2A, A Vq) = — gq 时 ,就 是 熟知 的 Ko- 
valevskaya 情形 的 刚体 运动 . 此 外 , 另 一 个 首次 积分 具有 形式 
f= (a? 一 w? + a) + (2e,0, + go)’. 
系统 (2. TAA Hamilton BR H Æ 4 RIE M: 
{Flgg) = igg) = 1, GU) =c} 
上 确定 的 Hamilton 系统 ,并 且 以 了 为 其 第 2 个 首次 积分 . 
DiM oh ARR BOD A TS. 
关于 上 述 Hamilton 系统 ,有 如 下 断言 : 
命题 2.5 MARR. J): MR, ARES 
合 . 对 于 H 的 不 同 正则 值 c, 当 0<e RTA vA 
HMMA 2S. CMA EFRA S 和 射影 空间 RPP; 当 


时 ,并 
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; FECES RODIN. 的 能 量 面 有 3 类 ,它们 分 别 同 胚 于 
SRP SKS. 


关于 上 述 问 题 的 详细 讨论 ,可 参考 M. P. Charlamov & A. 
A. Oshemkov 的 工作 0 


Toda $ 


经 典 的 周期 Toda 链 具 有 如 下 Hamilton HR: 


a ao] 
H = Se 十 Spexptz; 一 Zaa) + exp(a, 一 TY. 
i=] 1 一 1 
当 ”一 2 时 ,有 如 下 结论 : 


A26 AE Rt bY! Hamilton Be; 


H = È (p? + pè) 十 eexp(z — z) 
-+ XXP LE 一 >), 


(2. 8) 
其 中 Cp 9C2-"0, IBA 


(1) 存在 (2.8) 式 的 第 2 个 首次 积分 
f= Py 十 Pa 
并 且 满 足 


{ = 0; 
(2) 对 任意 H MEW. RRS? XR; 
(3) 了 在 除了 对 应 于 吾 在 RR 上 极 小 值 的 能 量 面 外 的 其 它 能 
量 面 上 都 是 一 个 Bott 积分 . 
命题 2.7 WR EW Hamilton me HABER 
H= Lep? + p2) + expte — x, 


十 Exp (Xa) + exp(— 2) — #2); 
那么 


(2.9) 
D FE 9) 式 的 一 个 首次 积分 


60 第 2 章 MEAR Hamilton 系统 的 若干 性质 


f = (pip, 一 exp(a, 一 和) + exp(— x, ~ 2,9)" 
+ Zexp(x,) Cp,’ + expla, — x2) 
十 expf 一 z; 一 429); 
(2) H 的 非 退 化 能 量 面 都 同 胚 于 3 维 球面 3 
(3) 了 在 除了 对 应 于 五 在 R LBA MRE SE 
量 面 上 都 是 一 个 Bott 积分 . 
关于 (2. 8) 式 和 (2. 9) 式 的 映射 的 分 支 图 与 几何 构架 等 详细 讨 
论 , 可 参见 L，S，Polyakova 的 工作 09. 
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3.1 可 积 Hamilton 系统 能 量 面 的 
(本 ) 类 、(RR) 类 与 (6S) 类 


WAR Hamilton 系统 的 能 晤 面 奖 的 概念 是 俄罗斯 (前 苏联 ?学 
派 在 研究 可 积 Hamilton 系统 的 辛 拓扑 与 Liouville 环 面 分 布 时 提 
出 的 ,其 主要 代表 人 物 当 推 A. T. Fomenko 5S. V. Matveev 等 
A. 这 些 概 念 不 仅 在 Hamilton 系统 的 辛 拓 扑 研究 中 起 着 十 分 重 
要 的 作用 ,而 且 对 3 维 流 形 的 理论 研究 本 身 也 大 有 益处 . i 

现在 分 别 介绍 (五 ) 类 、(R) 灿 与 (3) 类 的 概念 . 

定义 3.1 令 GD) 表 示 所 有 紧 证 连通 的 可 定向 的 3 维 闭 (无 
边 ) 流 形 组 成 的 集合 . 任职 MEE CM) EMME UDB, SHAM 
M 可 作为 某 个 在 Liouville AEM FAA Bott 积分 的 Hamil- 
ton Ba Ai HEE m. 

TEM 3.2 任 取 EE CMD ,定义 MER. SARS M 上 
容许 一 个 贺 Morse Ba (round Morse function). 

注 一 个 n 维 流 形 M" LHRH. SEGARA 
非 退 化 临界 回 ( 即 简单 闭 曲 线 ) 组 成 时 ,就 叫做 阅 Morse 函数 ， 

定义 3.3 BMEM ;定义 M3E 0S) 类 , 当 且 仅 当 M3 上 有 
一 图 Morse BHAA EM: RRA PAE CRIED KER 
是 互 不 相交 的 环 面 的 并 集 . 
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上 面 介 绍 的 几 类 流 形 的 深入 研究 同 3 维 流 形 的 拓扑 理论 是 密 
切 和 相关 的 ,比如 , (7 了 7) 类 中 的 流 形 都 是 由 几 种 类 型 的 “ 基 块 ”build- 
ing blocks) 粘 合 而 成 的 ,其 中 这 些 “ 基 块 ? 是 一 些 最 基本 的 3 维 流 
HG + TH (S28 Mi) fi] Seifert 时 状 结构 及 Dehn 流 形 等 密 不 可 分 . 


3.2 fie HEH BY AER 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 县 体 说 明 5 BP SS A py Pa HE A Ly 
造 , 任 一 可 积 Hamilton 系统 的 能 量 面 都 可 由 这 些 芋 块 粘 拼 得 到 . 

以 D 表示 HEN fe. BB D"= {cE R"| | x |] <1}. 

类 型 1 实 环 体 S! XD*( 参 考 文献 [18] 中 称 为 full torus) ,其 
边界 是 一 个 环 画 了 ?. 其 形状 如 图 3.1 所 示 ， 


图 3.1 


类 型 2 空心 环 体 了 XDD1( 参 考 文献 [19] 中 称 为 cylinder), 
其 边界 是 两 个 环 面 , 注意 ,7 XD! 可 以 由 从 S XD? 中 控 去 一 个 
小 的 3 XD? 得 到 . 其 形状 如 图 3.2 Bra. 
”类 型 3 SS tk N XS1L 参 考 文献 [19] 中 称 为 oriented 
saddle), 其 中 .NN? 是 由 D* 中 挖 去 两 个 洞 (小 六 29 而 得 到 的 ,其 边界 
由 3 个 环 面 组 成 . 在 欧 氏 空间 R 中 ,其 形状 如 图 3.3 所 示 . 
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类 型 4 RIMES XD 中 构造 一 个 细 的 实心 环 体 SX 
Da IF S X Da 在 SXD? 中 沿 S X10) 方 向 环绕 两 周 ,然后 在 


图 33 


SX D Pee SX DL MILB RES 3 RAMA RAS D 
环 体 (参考 文献 [19] 中 称 为 non-orientable saddle), LA N? XS! EA 


示 , 其 边界 由 两 个 环 面 组 成 ， 在 网 代 空 间 R 中 ,其 形状 如 图 3.4 
所 示 . 


类 型 5 令 天 ?表示 Klein RK, MM K 与 DD! 的 斜 积 K =K X 
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万 ! 称 为 Klein 环 体 . FUG K E R PIAR AE R 中 的 Klein 
HK 的 管状 邻 域 得 到 .其 形状 如 图 3.5 所 示 ， 
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将 上 述 5 种 类 型 的 3 ERE SALA TON VRE 
们 都 是 可 定向 的 3 维 流 形 ( 见 参考 文献 [17]). 

注意 ”这 5 种 类 型 的 基 块 并 不 拓扑 独立 , ,N,V 都 可 由 有 
限 个 1 及 页 下 “加 ”而 成 ,其 中 ,“ 加 *( 十 ) 表 示 流 形 治 着 边界 运用 微 
分 同 豚 做 粘 合 “运算 ” 不 过 类 型 E ,RN ,YY 具有 实际 意义 ,它们 对 
应 着 力学 系统 中 一 类 有 趣 的 动力 学 行为 ,对 分 析 Hamilton 系统 的 
轨道 十 分 有 益 . 

引 理 3.4 基 块 Y 与 基 块 入 有 如 下 形式 : 

VeK=K*XD=2x1I4+0 

2051 x D) + (Nt XS), 
N s 1+ 8 = 68! xD 4+ (NP XS), 


1 


3.3 可 积 Hamilton 系统 能 量 面 拓扑 构造 的 
基本 定理 


这 一 节 我 们 将 介绍 可 积 Hamilton 系统 能 量 面 的 括 扑 构造 的 
儿 个 基本 定理 ,这 些 工 作 主 要 是 由 俄罗斯 (前 苏联 学派 的 领头 人 
A. T. Fomenko 完成 的 ， 

首先 ,让 我 们 回顾 一 下 有 关 的 基本 概念 . 

定义 3.4 $r REMEM 上 一 系统 的 周期 解 , 如 果 存 在 > 的 
一 个 管状 邻 域 , 使 得 该 邻 囊 可 以 表示 为 给 定 系统 的 不 变 环 面 (加 上 
rE WEA. MAT r 的 管状 邻 域 中 的 轨道 都 位 于 给 定 系 统 
的 一 个 不 变 环 面 上 (这 些 环 面 以 r 为 公共 轴 }), 那 么 称 + 是 稳定 的 . 
如 图 3.6 Bra. . 

易 见 ,轨道 7 稳定 意味 着 存在 着 一 个 同 r 模 截 的 足够 小 的 2 
AA Wr 上 一 点 为 辕 心 ,使 得 该 圆 盘 “纤维 化 ”成 一 族 同心 回 ， 
其 中 每 一 个 圆 都 是 相应 的 Poincaré 映射 的 不 变 集 ， 对 于 可 积 
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Hamilton R SÆ H, EEE X AiE a ERa h F 
Hamilton 系统 的 第 2 个 首次 积分 了 在 能 量 面 上 的 非 奇 异 水 平 集 
都 是 环 面 , 故 积分 了 在 ~ 上 到 极 小 值 或 极 大 值 ,从 而 > 是 了 的 一 个 
临界 网 . 
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定义 3.5 KS BOC M 上 十 的 一 个 光滑 岁数 , 工 是 让 的 
一 个 临界 子 流 形 . 对 MM 上 一 给 定 的 Riemann 度量 ,考虑 上 的 梯度 
场 grad f. L 的 分 界 图 (separatrix diagram) Œ X A mE grad f 
的 所 有 正 向 趋 于 工 的 积分 轨道 和 所 有 负 向 趋 于 工 的 积分 轨道 的 
集合 之 并 ,前 者 称 为 工 的 稳定 分 界 图 ,后 者 称 为 工 的 不 稳定 分 界 
图 . 落 稳 定 分 界 图 与 不 稳定 分 春 图 同时 非 空 , 则 称 工 是 鞍 形 临界 
流 形 (saddle7. 如 图 3.7 Aras. 


图 3.7 

显然 ,在 临界 流 形 工 的 一 个 小 的 管状 邻 域 中 ,这 两 类 分 界 图 
都 是 光滑 子 流 形 ,并 且 可 能 定向 也 可 能 非 定向 . 在 M 的 维 数 为 3 
的 情况 下 , 若 工 有 分 界 图 , 则 工 必 是 一 个 1 维 子 流 形 ,从 而 是 一 个 
A- 若 定 向 , 则 分 异 图 是 柱 面 ;若非 定向 , 则 分 界 图 是 Möbius 带 . 

现在 叙述 有 关 的 基本 定理 . 

设 M 是 一 个 光滑 辛 流 形 ,w= 二 sgrad 二 是 M 上 的 一 个 
Hamilton 系统 . v HEA 3 EAR AER E EE Liouville 可 
积 的 ,并 且 第 2 个 首次 积分 了 是 Bott BACH E v 的 第 1 个 首次 
积分 ); 令 m RR 在 五 上 这 样 的 局 期 轨道 个 数 :其 上 RE, 
即 这 些 周 期 轨道 是 地 的 指数 为 0 或 2 的 临界 子 流 形 ( 见 1.11 49); 
表示 fERA ERR 2 ERR PR sg 表示 上 了 的 指数 
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为 1 且 分 界 图 可 定向 的 临界 圆 的 个 数 ;s 表示 /的 指数 为 1 且 分 
界 图 非 定 向 的 临界 匡 的 个 数 ;而 + 表示 了 /的 临界 Klein FRI TR. 
这 些 数 由 已 知 Bott 积分 唯一 确定 . 

定理 3.1 RRM Em 个 基 块 1,p 个 基 块 1,g HER 
I ,s AAEH N A r AAEH V 通过 适当 的 边界 环 面 的 微分 同 及 粘 合 
而 成 ; 

E= mI + pi +ga +sN 4rv¥ 
= mlS! x D) + p(T? x DY) + qlN? Xx 81) 


+N? XS) + r(K? DY). 
其 中 ,加 号 “十 ”表示 适当 的 边界 环 面 的 微分 同 胚 所 定义 的 粘 合 
定理 3.2 任意 具有 形式 
M=mI Api +¢@0 +sN +rV¥ 
的 紧 致 可 定向 的 3 维 流 形 M 都 可 以 作为 某 个 辛 流 形 Wf* 上 的 一 个 
适当 的 Hamilton 范 数 的 能 量 面 , 并 且 此 Hamilton 函数 有 一 个 
Bott 积分 f. 进一步 ,MM 的 表示 形式 与 对 应 的 Bott 积分 了 的 基 块 
分 解 正 好 一 致 . 
关于 上 述 定理 的 详细 证 明 , 可 参见 参考 文献 [17j 与 [19]. 
例 3.1 设 球面 3 是 某 可 积 Hamilton 系统 的 能 重 面 , 且 
Bott 积分 上 有 2 个 临界 圆 , 使 了 在 其 上 分 别 取 极 大 值 与 极 小 值 ， 
则 有 
S= = I+ I= xD ++ S x D?, 
妈 S? Th 2 CeO EAN E EA a EBA SB Al. 
RA PETE ILA AB T I TR. 
(RE eR E ATX 
E=-21r=9x D+ x dD, 
DU a FTP SF AY AR A AR EP EE). E A 3 种 不 
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同 的 形式 : 

(1) Em5 SF; 

(2) Eas; 

(3) ERP G SE BSED. 
这 3 种 情形 在 实际 中 都 可 能 遇 到 ,比如 ,RP? 就 对 应 着 高 速 运动 的 
重 刚体 运动 方程 的 能 量 而 . 

定理 3.3 R E RRA Bott 积分 的 Hamilton 系统 vv 二 
sgrad HA RRR a RRB IRA E aA RIA 

E =a! + 8 = a(S! X Dt) + BLN? XS), 

其 中 ,a 与 8 都 是 非 负 整数 ,并 和 与 定理 3.1 中 的 m pogr 有 如 
FRA: 


e=m+p+s+t ar, 
Beqtstrig. 

KEBRY MRL BE REHAB BR 1 RH 
Te HY) ET I Se a a. 

AeA PRA: 

定理 3.4 一 个 紧 致 可 定向 的 3 维 流 形 MERRER 

. M=al +81, 
则 M 可 作为 基 个 辛 流 形 M 上 具有 Bott 积分 的 Hamilton 系统 的 
能 量 面 . 

于 是 ,一 个 紧 致 可 定向 的 3 维 流 形 是 某 个 具有 Bott 积分 的 
Hamilton 系统 的 能 量 面 , 当 且 仅 当 该 流 形 具有 形式 eI 十 B81 ,其 
P,a, p 是 非 负 整数 . 

根据 上 述 定 理 ,我 们 可 得 到 一 个 Hamilton 系统 在 某 个 能 量 面 
于 不 可 积 ( 没 有 Bott 积分 ) 的 一 个 条 件 . 

推论 3. 1 如 果 某 个 Hamilton 系统 v 一 sgrad H MARR E 
不 可 能 表示 为 <I 十 Ba IA v AEE LCE Bott 积分 类 中 ) 不 
可 积 . 
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4838 LIREHELA. T. Fomenko 4S. V. Matveev’ 站 推出 了 
下 面 一 个 重要 结论 ， 

定理 3.5 BE žE e Hamilton 系统 五 的 非 奇 异 能 其 
面 , 若 下 同时 也 是 一 个 紧 致 双 曲 流 形 BA H E E EE Bott 积 
分 类 中 ) 不 可 积 . 

定理 3.5 PAR HEET: 

定义 3.6 若 一 个 光滑 流 形 M 可 赋予 一 Riemann 度量 ,使 得 
M 的 截面 曲率 是 一 个 负 常 数 , 那 么 称 MM 是 一 个 双 曲 流 形 . 

关于 双 曲 流 形 , 有 如 下 重要 结论 : 

定理 3.6 假定 工 是 3 维 流 形 M 中 的 一 个 环 链 , 使 得 MM 一 工 
(G eL) R 1.14 节 ) 具 有 一 个 双 曲 结构 ,那么 大 多 数 通 过 对 Mi 
沿 工 讲 行 Dehn FAR MBH ATI BAA Ma. 

进一步 ,由 W. P. Thurston 的 工作 知 ,“ 绝 太 包 数 * 闭 3 维 流 
形 都 是 双 曲 的 ,由 此 可 见 , 定 理 3.6 从 拓 护 的 观点 说 明了 可 积 
Hamilton 系统 的 “稀少 ”性 . 

让 我 们 回顾 一 下 Haken 流 形 的 概念 . 

定义 3.7 HM 是 一 个 闭 3 维 流 形 , 如 果 MERA FA 
M 中 包含 一 个 双边 的 不 可 上 压 巡 的 且 异 于 2 维 球面 的 曲面 ,那么 称 
M 是 一 个 Haken FUE. 

关于 Haken 流 形 ,有 如 下 断言 : 

设 MM 是 一 个 闭 的 Haken HIE. BRAM 有 一 双 曲 结构 当 且 
仅 当 其 具有 如 下 性 质 ; 车 性 一 映射 TOM 诱导 出 的 基本 群 的 
映射 是 单 射 , 则 了 上 同 伦 于 边界 OM 的 包含 映射 . 


34 〈 百 ) 类 、R) 类 与 CS) 类 之 间 的 关系 


由 前 面 的 定义 知 , (及 ) 类 是 那些 可 作为 某 个 Hamilton 系统 的 
能 重 面 且 容 许 一 个 Rott 积分 的 3 维 流 形 组 成 的 类 , CR) 类 是 容许 


8.4 CHAE, CRIS (S138 2 AE 7l 


A R Morse H% H) a jE m NER 3 维 闭 流 形 组 成 的 类 ,而 人 5) 类 
是 那些 容许 贺 Morse 函数 , 且 该 Morse 图 数 的 非 奇 异 水 平 集 都 是 
环 面 的 3 维 流 形 组 成 的 类 . 首先 给 出 下 述 关系 ， 

定理 3.7 GORRBAA MPR: 

a) 如 果 QECH) QE GH) FRA 

Q=-@,#9, E (HX); 
(2) 如 果 IEH) QSQA A 
QE G), Q € (A). 

有 关 的 详细 讨论 参考 A. T. Fomenko 等 人 的 文章 (1 

命题 3.1 (1) (SCR); 

(2) (HJC (R). 

证 明 (1) 是 显而易见 的 ,我 们 在 此 只 证 明 (2). 

由 S. Miyoshi], J. Morgan"), D. Asimov 等 人 的 工作 知 ， 
每 一 个 (五 ) 类 流 形 上 都 存在 一 个 图 Morse BR. AT BFR. 
A-ha. h J. Morgan 关于 3 维 流 形 的 理论 知 , 如 果 六 是 一 个 3 
维 流 形 ,那么 存在 一 个 充分 大 的 ”使 得 下 面 的 连通 和 

M# (ES x S?) 
BTO. 现在 取 M,& (A) CHRO M 为 双 曲 流 形 ), 则 
M, # (HS x S?) 

属于 CR) 类 但 不 属于 (如 ) 类 .否则 ,由 定理 3.7 知 ,Mi 应 属于 (HH) 
类 ,与 M 的 取 法 矛盾 , 故 命题 成 立 . 

上 述 命 题 的 意义 在 于 , 若 欲 知晓 (她 ) 类 或 (SS)? 类 的 拓扑 ,可 以 
先 镀 究 tR) 类 的 拓扑 . 而 对 (CR) 类 的 研究 , 则 可 借助 于 经 典 Morse 
函数 理论 的 思想 方法 ,利用 图 Morse 函数 进行 讨论 ， 为 此 ,人 们 对 
E Morse 函数 建立 了 一 套 娄 伺 的 Morse 理论 ,详情 可 参考 第 
5 EE. . 

现 已 知道 ,05) 类 与 (可 ) 类 都 是 (R) 类 的 一 个 子 类 ,一 个 自然 
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的 问题 是 , (5S) 类 与 ( 开 ) 类 的 关系 怎样 ? 下 面 的 定理 对 此 做 出 了 确 
定 的 回答 ; 

定理 3.8 “〈 互 ) 类 与 (9) 类 相同 . 

由 此 定理 知 ; 如 果 想 弄 清 可 作为 可 积 Hamilton 系统 能 量 面 
(具有 Bott 积分 ) 的 3 维 流 形 的 拓扑 ,只 需 研 究 具 有 一 类 特殊 的 图 
Morse 函数 的 3 维 流 形 的 拓扑 . 

定理 3. 8 的 证 明 思 想 是 这 样 的 ;一 个 3 维 流 形 M 属于 (C5) 类 ， 
当 和 且 仅 当 该 流 形 可 出 若干 1 类 基 块 和 若干 卫 类 基 块 沿边 田 利 用 微 
SERA TR. BS 

M=al +UI. 
而 我 们 早已 知道 (五 ) 类 的 流 形 也 具有 此 性 质 , 故 这 两 类 流 形 相 
ll. 关于 该 定理 的 详细 证 明 , 见 第 BER Matveev 等 人 的 原始 
论文 和， 
EF CAD (RBA MPR: 
定理 3.9 设 (1 ) 类 表示 不 可 约 3 维 流 形 组 成 的 集合 , 则 有 
(HON ELC) — Sx S= (RY) £01) iSt x 57}1. 


3.5 可 积 Hamilton 系统 的 构架 


本 节 将 讨论 可 积 Hamilton 系统 的 一 种 新 的 拓扑 不 变量 :一 个 
2 维 曲 面 P 及 其 上 面 的 一 个 图 KO, 2.5 节 ) 构 成 的 构架 (P,K). 
每 一 个 构架 (P, 玉 ) 都 与 Hamilton 系统 的 -个 可 积 能 量 面 介 相关 
KK. 下 面 就 具体 讨论 CP,K). 

假定 了:Q 一 R 是 一 个 Bott 积分 ,c 是 了 的 一 个 临界 值 . 令 A 
表示 奇异 水 平 集 /~1Ce) 的 一 个 连通 分 支 ,而 C, 表示 在 中 的 
临界 点 集 . 

BR. AME SS: 

命题 3. 2 临界 点 集 C, 可 有 下 面 几 种 类 型 ， 
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(1) C 是 极 值 圆 S BIS ES 上 取 极 小 值 或 极 大 值 , 此 时 ，,C， 
=f,=5); 

(2) C. ERAH TmT; 

(3) C, Æ — PEREA iar A E Be a a SC, = S’ 
Éf 

(4) C, E-A A OY EG FE A BS). ERC =S? 
Sis 

(5) C, 是 一 极 值 Klein Hi K’, WaT CGS f= Kt. 

Bek S ARR BRERA c.e>0, RRS 

Uf) = f fe ee + ej, 

R UGOR AEPA Liouville 环 面 组 成 ,于 是 ,对 应 着 
上 面 命题 3.2 中 f 的 不 同类 型 ,U(f,) 有 相应 的 类 型 ,具体 如 下 : 

定理 3.10 HQ 是 Hamilton 系统 ”一 sgrad H 的 紧 致 非 奇 
FRE HAE 上 有 一 个 Bot 积分 六 那么 

Q= SUS, 


其 中 ,* 对 所 有 的 奇异 水 平 集 的 全 部 连通 分 支 标 号 . 每 一 个 过 (CA) 
具有 下 述 5 种 类 型 之 一 : 

(DUGHI=P?XS', 4, PD; 

(2 UCGSD=PIXS AP Pi=S'X{0,1]; 

DUGI=PIXS ,其 中 ,P: 是 某 个 带 边 曲面 ; 

Cd) UA) 二 PiX5', 其 中 ,Pi 是 荣 个 带 边 曲面 ,而 PiXS 表 
示 以 P? 为 底 空间 .以 S AS EY Seifert KA. 注意 ;此 时 口 (让) 中 
纤维 化 的 实心 环 体 是 人 2,1) 型 的 ; 

(5) UCAS PKS AP, P Mobius PSS) 表示 P; 
5S) 的 斜 积 . 

由 定理 3. 10 可 得 下 面 的 主要 结论 ; 

推论 3.2 若 Hamilton 系统 uv 一 sgrad H 在 能 量 面 QQ 上 有 一 


rd 3 WR Hamilton RAHEEM ABT WEST 


个 Bot 积分 JM a Aan PF ae: 
a= Sa, 
其 中 ,每 个 Q 都 是 以 Pi 为 底 空 间 、 以 图 9 为 纤维 的 Seifert 纤 
维 从 . 
由 上 述 结 果 知 ,能 量 面 名 是 由 诸 Seifert 纤维 从 QQ.(P?X S81， 
Pi 义 S') 疝 着 边界 环 面 以 适当 的 微分 间 胚 烙 合 而 成 的 ,每 个 边界 环 
TREA Pi 的 边界 ( 圆 ) 为 底 空间 的 纤维 从 . 2 Q, 的 Seifert 4 
维 化 表示 为 
m: 人 PE, 
Wi ay aE PDEA S. jh it O HART. Q 与 外 ,是 两 个 
相 邻 的 Seifert MRA, FE Q, 与 Q 的 边界 环 面 的 粘 合 微分 同 
胚 4, 该 微分 同 胚 和 导出 相应 的 P? 与 PASI AZ SP E 
(如 图 3.8 FR) AT a Atai a= 之 ,和 ,中 请 @, 的 边界 
环 面 的 粘 合 诱导 出 底 空间 已 : 的 一 个 粘 合 ， 
Pi 一 >P, 
由 此 ,我 们 有 如 下 断言 ; 
推论 3.3 每 一 个 具有 Bott 积分 了 的 Hamilton KRM Q #8 
有 一 个 曲面 
P= PIH,QA = XP 


与 之 对 应 ,其 中 , SOP 表示 名 的 分 解 Q= > )@Q, 的 边界 粘 合 所 诱 
导 的 诸 底 空间 P HES. 

现在 考虑 奇异 水 平 集 广 !(c) 中 临界 集 的 连通 分 支 SC. 显然， 
Q 实际 上 就 是 定理 3. 10 PRUO. HA ACF ICU). 


定理 3.11 每 个 临界 分 支 乒 都 有 一 个 Seifert 纤维 化 
a: fi K, 


3.5 可 积 Hamilton 系统 的 构架 
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LA S' 为 纤维 ,以 某 个 1 维 图 K, AUR as fel. 其 中 ,纤维 化 元 是 
XT 一 Pi 在 关上 的 限制 . 特别 地 ,有 KOPRERA LK r 
由 Hamilton 系统 v=sgrad H 与 Bott 积分 了 唯一 确定 . 

现在 定义 一 个 图 KA 

K= JK 

于 是 有 下 面 的 结论 ，: 

推论 3.4 Ff Hamilton 系统 zw 一 sgrad H 在 其 能 量 面 如上 有 
— Bott 积分 六 由 百 与 了 唯一 确定 一 个 图 K= DOK, 到 曲面 


P= SOP, WHA. 


让 此 可 多 ,几何 构架 (P, 玉 ?给 出 了 可 积 Hamilton 系统 的 可 积 
能 量 面 Q 的 一 种 刻 遂 ,从 而 对 可 积 Hamilton 系统 的 分 类 讨论 提 
供 了 一 种 工具 ， 有 关 tP, 玉 ) 的 进一步 讨论 ,可 参见 参考 文献 L20]. 


第 4 章 ， 可 积 Hamilton 系统 能 量 面 的 拓扑 
与 稳定 周期 解 个 数 的 下 界 估 计 


4.1 可 积 Hamilton 系统 能 量 面 的 同调 性 质 


OM 是 一 个 4 维 辛 流 形 , 互 是 ad 上 上 的 一 个 Hamilton 系统 . 
FE H EM phil RRB E RMA MEE LA 
一 个 Bott AAA E Tha OR — eR G EL E 应 该 
BAA | 类 和 下 类 有 边 流 形 的 “粘连 ?和 ,因此 能 量 面 E 的 拓扑 
可 能 成 为 五 在 玉 上 存在 Bott AHR. 一 个 自然 的 问题 是 ， 
充 竟 哪些 折 扑 性 质 使 得 H E E EOE Bott 积分 类 中 ) 的 Liouville 
可 积 性 遭 到 破坏 ? 特别 地 ,EE ORR H EE LA REAR 
响 吗 ? 不 李 地 是 ,对 这 个 问题 的 回答 是 否定 的 . 

定理 4. 1 可 定向 的 3 维 紧 致 流 形 的 任 一 个 整 系数 同调 群 都 
可 通过 将 若干 个 N:xS! WOKS 进行 边界 微分 同 胚 粘 合 而 
实现 . 

换 铝 话说 ,给 定 一 个 对 应 于 一 个 可 定向 的 3 维 紧 致 流 形 的 整 
系数 同调 群 , 存 在 一 个 具有 形式 

M = a(N? X SD) + PCD: x S) 
的 3 维 可 定向 紧 致 流 形 M, 使 得 M 的 同调 群 就 是 给 定 的 同调 群 ， 
由 于 ME( 五 ), 因 此 单 任 能 量 面 互 的 同调 群 无 法 断定 H EEE 
是 否 有 Bott 积分 ,从 而 需要 更 细致 的 拓扑 不 变量 来 区 分 可 积 能 
量 面 . 
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上 面 的 定理 可 由 Seifert 流 形 理论 推出 ,一 个 初等 的 证 明 参 见 
Fomenko H -REYS, 


4.2 能 量 面 的 同调 群 及 基本 群 与 
稳定 周期 解 个 数 的 下 界 估 计 


4.1 节 已 经 说 过 ,仅仅 依据 能 量 面 的 同调 群 的 信息 还 无 法 获 
知 一 个 Hamilton 系统 是 否 在 其 能 量 面 上 有 Bott 积分 ,因此 还 需 
要 其 它 的 信息 ,特别 是 Hamilton 系统 能 量 面 以 外 的 信息 . 

下 面 的 结集 揭示 了 下 列 3 种 对 象 之 间 的 若 于 联系 : 

(1) ERT E E Bort 积分 了 的 存在 性 ; 

(2) EM E 上 Hamilton 系统 的 稳定 周期 解 ; 

(D 1 维 整 系数 同调 群 H E DRAA mE). 

on M* 是 一 个 光滑 辛 流 形 ,v== sgrad H Æ Mt 上 的 一 个 
Hamilton 系统 ,在 能 量 面 E 上 有 一 Bott 积分 A BARR VE 
EE 上 的 稳定 周期 解 的 个 数 ,r ER 了 在 EE 上 的 临界 Klein RH 
数 , 那 么 有 下 述 结 果 ， 

定理 4.2(Fomenko"!) 设 Bott 积分 了 在 已 上 没有 临界 
Klein Ho M Ee 

CD & AE, DRAW kee; 

(2) 若 AME, DEAR SHH. A rank A, 21), Mj 
Hamilton AS v ERE ELMAR AMR. | 

H Bott 积分 f E E LAMA Klein W, IAA E: 

CL) 车 MEDEA RR N ktr; 

(2) 4 HEDRA RAB. eS. 

关于 的 基本 群 同 稳定 周期 解 的 关系 ,有 如 下 结果 : 

定理 4.3¢Fomenko"?)) 设 Bott 积分 在 EE 上 没有 临界 
Klein W MAAIE: 
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(1) AAR m (E)=Z,M kee; 

(2) 若 同调 群 H (EDAR, N eb. 

BSE E LAH Klein 瓶 , 那 么 有 结论 : 

(1) E m (E=, kl; 

(2) F 7, (EDFA RR N l. 

上 述 结 论 中 的 稳定 周期 解 的 个 数 的 下 界 估计 在 许多 情况 下 是 
RARI PAY. V. Kozlov 已 给 出 的 例子 表明 有 些 可 积 Hamil- 
ton 系统 在 其 能 量 面 ERP* 上 正好 有 1 个 稳定 周期 解 ,而 有 些 系 
统 在 其 能 量 面 Ea=S* 上 正好 有 2 个 稳定 周期 解 . 

由 于 球面 SSeS RP 及 直 积 空间 S XS 在 许多 物理 
系统 中 出 现 (参见 2. 6 节 ) , 故 作 为 上 面 定理 的 应 用 ,我 们 具体 给 出 
AKA. 

推论 41 设 某 Hamilton AH v—sgrad H 的 具有 Bott 积分 
SWB E AEF SRS RS XS 中 的 一 个 ,那么 有 : 

(1) GARD fA Klein 瓶 , 则 系统 v 在 已 上 总 有 不 少 于 2 
个 的 稳定 周期 解 ; 

(2) 车 积分 了 可 能 有 Klein #R, 4 E PEF S 时 ,在 已 上 
的 稳定 周期 解 不 少 于 2 个 ; 当 巨 同 胚 于 RP 或 5'XS? 时 ,wv 在 E 
上 的 稳定 局 期 解 不 少 于 1 个 . 

Hamilton 系统 周期 解 理 论 中 有 一 个 经典 结果 ,就 是 如 果 R” 
上 某 给 定 的 Hamilton 函数 MEER CH 的 水 平 集 ) 瓦 是 
BPN (BAS SRR UW AE ELBEDA 1 AELA 
期 解 . 

易 见 ,对 于 上 维 辛 流 形 At’ 上 的 可 积 Hamilton 系统 ,有 关 周 
期 解 存在 性 的 结果 更 完美 . 

推论 4.2 Av 在 能 量 面 点 上 无 稳定 周期 解 , 并 昌 H (E,Z) 
是 有 限 循环 群 ,那么 v 在 上 没有 Bott 积分 

此 外 ,还 有 下 面 的 重要 推论 : 
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推论 4.3 if Hamilton 系统 "一 sgrad H EERIE 上 有 
Bou 积分 ,并 且 w 在 天 上 没有 稳定 周期 解 ,那么 

lL) 同调 群 H,(E,Z) 不 是 有 限 循 环 群 ; 

(2) rank m (E) 22, #H zi(E) 中 至 少 有 1 个 生成 元 具有 无 
限 阶 . . 

推论 4.4 如 果 系 统 " 在 能 量 面 互 上 没有 稳定 周期 解 ,并 且 
rank mm (< 1 那么 在 号 上 没有 Bott 积分 ， 

最 后 强调 一 外, 上述 诸多 问题 的 讨论 主要 是 以 圆 Morse 理 
论 29 为 基础 的 ,这 是 Morse 理论 的 一 种 发 展 ,这 里 的 Bou MAH 
临界 集合 都 是 圆 . 


第 5 章 El Morse XS Hamilton 能 量 面 


在 本 章 中 ,我们 将 首先 系统 地 讲述 圆 Morse 函数 的 存在 性 与 
光滑 流 形 的 拓扑 之 间 的 一 些 关 系 , 然 后 阅 述 43S)? 类 3 维 流 形 与 
Hamilton 系统 能 量 面 的 等 从 性 ， 


5.1 E Morse 函数 与 最 小 恰当 辐 Morse 函数 


在 第 1 章 中 我 们 已 经 介绍 了 圆 Morse 函数 的 概念 ,为 了 下 面 
讨论 方便 ,我 们 重新 给 出 图 Morse H% tA 4 (exact) [i] Morse 
函数 的 定义 . 

为 了 更 具 一 般 性 ,我 们 考虑 nn 十 1 维 有 边 的 紧 致 光滑 流 形 
MH § BOG 78 PRR. 

EMT G> lL MERA 

aMi 一 a, Mtl 3 Merl, 
HRMS aM ORR MMAR EA NMA. 考虑 一 
4 Ce A 
J, tea, Mea Mert) — ([0,1], {0}, (1), 
令 玉 ( 广 表示 了 了 的 临界 点 集合 . 

定义 5. 1 光滑 函数 SAB Morse HR, MR AETS 
条 件 : 

D KOOND t =; 

D KA BAAR AC E 的 零 化 数 为 1. 

数学 家 Thurston 在 讨论 余 维 数 为 1 的 叶 状 结构 时 曾 系 统 地 
运用 了 图 Morse 函数 的 思想 ， 
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命 FCM RANGE M 上 具有 最 少 个 数 的 且 指 标 为 4 的 临界 
Hae Morse RA A , 则 恰当 加 Morse 函数 定义 如 下 ，; 
定义 5.2 WARS RE 


FEN ROL, 
则 称 了 是 -- 个 最 小 恰当 圆 Morse 函数 . 


HEX 5.3 ”如果 一 个 流 形 H 具有 形式 
H=5 x D", 


则 称 五 是 一 个 圆 柄 . 
定义 5.4 如 果 光 滑 流 形 M OIRRE 
Mew) = Mi! 51 x D x D4, 
HR, gp: S' X aD’ X Da, Mi SE JERR A, BBA ROMO H 
MO 通过 粘 合 指标 为 4 的 圆 酉 得到. 
FEM 5.5 KM ORES 
fi = (Mon Mate, Ma = MO}, 
其 中 ,每 一 个 M 都 是 余 维 数 为 0 的 子 流 形 , 并 且 
a MH x [0,1] = M, CM C | C Ma = Mt, 
而 M; 是 由 MBARA AE RAR n+ 有 一 个 
Ba. ER. OM = ORT 声 由 一 个 指标 为 0 的 
圆 柄 开始 . 
类 似 Morse 函数 的 基本 引 理 ,关于 贺 Morse H% A i F 
结果 ， 
定理 5.1 ff f: MT — [0,1] Æ — tA Morse 函数 ,CC 
Iat APE BARA RAE C HAR A E 
标 系 ,使 得 下 面 的 断言 成 立 : 
C1) 平凡 情形 :存在 一 光滑 骨 人 人 p: 8 XD Ce} Int Me 
(De) EEA e 的 BERRI) WE pS XOL 与 


FRO, 4) = TO TT 十 下， 


5.1 Morse H H OB) 46 E Morse pa et R3 


HP, DES XDE); 
(2) HARE: FERRA g: 10,1] X De) /~ o> 
Int At! aA o( [0,1] X0/~I=C 与 
JE xr) 一 一 x? om ty E tay? oot + ot,’ 

i H.G.2)€ [0.1] XD te) /~, mM LO,1)X De) /~ PASH KR 
A~ RM FE: 

一 通过 定义 粘 合 关系 

COs Eja tty Eas Tapis En) 一 了 一 

Ox De) 5 1x D*(e) F. 

数 14 称 为 临界 圆 C HJER 

定理 5.2 HM 是 一 个 紧 致 连通 的 流 形 ,那么 下 面 两 个 条 
件 等 价 ; 

D w+ 上 存在 一 个 加 Morse PX; 

(2) af 有 一 个 圆 柄 分 解 . 

由 定理 5.2 知 , 如 果 能 够 对 一 个 流 形 找 到 一 个 圆 栖 分 解 ,那么 
ar 上 圆 .-Morse 函数 的 存在 性 自然 就 成 定论 . 注意 ,不 同 图 
Morse 函数 对 应 不 同 的 圆 柄 分 解 . 

定理 5 1 表明 ,如 果 Ae 上 有 一 个 圆 Morse 函数 六 那么 节 
在 属于 邓 ”内 部 的 临界 圆 附近 有 两 种 局 部 坐标 表示 :平凡 的 或 所 
转 的 . 一 个 自然 的 问题 是 ,如 果 M+! 上 有 一 个 图 Morse MHS. 
将 保证 MM"*' 上 存在 一 个 在 其 临界 图 附近 仅 有 平 六 局 部 坐标 表示 
的 圆 Morse 函数 ? 

下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 ; 

定理 5. 3 如果 一 光滑 流 形 MT nS) LAA Morse K 
数 产 C a Mt a MO) 0,1, HE Ms abet Be 
通 , 则 好” 上 必 存 在 临界 圆 附 近 有 平凡 坐标 系 的 图 Morse 函数 . 

证 明 该 定理 的 证 明 分 如 下 几 步 : 

断言 1 河流 形 MI 有 一 个 分 解 
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MH = MI! + Ra, 
其 中 ,R RPA ACS DA—PA BA MOD RRA 
M = Mit + Py, + Pas 
REP, 表示 普通 的 柄 , 
P; = Di X DH~, 
断言 .1 的 证 明 只 需 证 明 一 贺 柄 如 一 SI x D'x DH hy — Xt 
指标 分 别 为 AM AT] 的 普通 柄 表示 . 首先 令 
p: S! x aD? X Dl — aM} 
B—HABH. 将 集合 S1X0x0 分 解 成 TX0xX0 与 1,x0x0( 其 
中 ,了 与 1 是 两 个 区 间 ), 使 得 
Sxoxo=hxoxoUdnxoxa. 


现在 考虑 
P= x D x DC Ra 
BRP RAHIRA ADR tt p E Pa 上 的 限制 将 其 沿 
# h Xa xD HT aMi. 再 令 
Piar = R l XxX D x DOH x Dx D, 
Pi Eei aA At OOH RAR oA 
[AXD UR Xa] X DOR BORA FF MT Pa 
由 此 证 得 断言 1. 
断言 2 dO SRT Morse 函数 f: (M1, a Mt), a, Mi) 
[90,1J 有 一 指标 为 4 的 临界 圆 忌 ,并且 在 CC 的 邻 域内 有 一 扭转 坐 
标 表示 ,那么 Mb RETR Morse RK SARA 2 个 临界 圆 ， 
其 指标 分 别 为 1 和 4 十 1 或 4 一 1 A, EI E a TE 
有 平凡 坐标 表示 . 
言 2 的 证 明 考虑 在 CC 处 的 扭转 坐标 
p: [0.1] X D'(e)/ 一 -> Int Mt, 
FRA 


5.1 Morse Satta 4 Morse AY BS 


pa,r) = 
Ep, G, E80,1]XD"(e)/~. 
设 fC) =a. eO E a iaat, MA 
F [O.a] =a. Mt x [0,1]. 
再 取 0 之 <6, 并 定义 集合 
A= {re De) | mz Oe ata te +2, 8, 
zin beta, i), 
显然 ,4 RSA DXDT 4 A WRC 一 周 时 ,其 轨 
迹 是 一 个 流 形 TI 广 ![0,a 十 时 微分 同 胚 于 i ae] 
Tis Bp 
Foa +ë] = r o,a — 8] 
+ [0,1] X Dx DT 一 后， 
其 中 ,1[0,1]xDPXxD MI/~!' 由 [0,1]XDXD"i 根 据 下 面 的 等 价 
关系 一 ' 得 到 : 

COs rata Eas Yy Yua) ~ Cl, — zist, — Lares Yaa). 
RAK PH AS A+" Rt — a ik A Loxo 
XD 0.1] Xa x Dt /~ KER OF lae]. 

By WT. 是 以 5S! AREA U D XD 2 A EAS AESE LA, 
从 而 有 
- _， Zs PA; 
ALCS [0,4 + 6], f-'[0,a — 6],Z) = 0 aa 
下 面 证 明 此 式 . 由 代数 拓扑 的 切割 定理 ,有 
A«f[0,at+6],f-'0,a—8],Z) 
一 五 (六 [oa 一 个 十 了 f[0,a-6],Z) 
=HA(L0,1]X DXD ~", 
[0,1]xaD xD, 
而 [0,1]XDXD /~ 到 [0,1]x DX 0/~' fi SB ES E 


BG 5 A Morse M45 Hamilton RA 


FA: 
H [01] XDP XDP [0,1] Xa XD /~',2Z) 
=H; [0,1] xX D~ 00,1) x ap'/~’ ,2). 
FE, BEA APS CTE HAEA- 
进一步 , 册 于 假定 MSS at SR ER AAR 
Smale 的 一 个 定理 知 ,在 集合 广 ![0,1 一 广 ![0:e 一 站 上 存在 一 个 


普通 Morse M% 了, 有 一 个 指标 为 六 的 临界 点 和 一 个 指标 为 


4 十 1 的 临界 点 ,于 是 该 Morse 函数 了 给 出 一 个 普通 环 丁 分 解 。 由 
Asimov 引 理 知 , 我 们 可 以 用 指标 为 4 与 措 标 汐 4 十 1( 或 指标 分 别 
为 4 一 1 与 A OR A. 现在 应 用 Miyoshi 的 一 
个 引 理 ,可 构造 M4"+1 上 的 一 个 阅 Morse MAK. BK BAA M 
个 新 的 临界 图 (取代 原来 的 临界 圆 Cy 有 平凡 局 部 坐标 表示 ,从 而 
完成 定理 的 证 明 . 


5.2 i Morse 函数 不 等 式 


现在 我 们 引 和 人 下 面 一 些 概念 和 符号 . 
首先 引入 下 列 记号 ; 


oN) = SON + IND, NEZ, 


A 
tM) = DC 1) rank HMQ), 
‘=O 


KMH) = (Tors HMH ,2) + XCM"+!)). 
RE, MT — PAB e 是 最 小 生成 元 个 数 ， 
定义 5.6 我 们 称 维 数 2 关于 M 一 是 奇异 的 ,如 果 对 于 4 有 
一 0 


并 且 
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ECMT’ = «> 0, 
HAM, Z) Æ Z B+ D Za 
现在 回忆 一 下 最 小 恰当 圆 Morse 函数 的 概念 考虑 ME 
那些 具有 最 小 指标 为 》 的 临界 圆 个 数 的 加 Morse 函数 构成 的 集 
合 PAM) , 则 任 一 函数 JE A OTOR Ste E Morse 
函数 ,关于 最 小 恰当 固 Morse BA. AMT EH: 
定理 5.4 设 M""(n 之 5) 是 一 个 单 连通 无 边 流 形 ,那么 M+ 
上 存在 一 个 最 小 恰当 贺 Morse RRM HRERAE MOR AR 
维 数 . 此 外 ,M"** 上 最 小 恰当 贺 Morse 函数 的 指标 为 4 的 临界 加 
ON 满足 


N, = pte, (MH)), 
一 般 地 ,类 似 经 典 Morse 不 等 式 , 有 如 下 结果 : 
定理 5.5 假定 光滑 流 形 MT nS) EAE—T+A Morse 
函数 7, 令 O 是 了 的 指标 为 4 的 临界 圆 的 个 数 ,那么 有 不 等 式 
Cy > pea MY. 


5.3 (S ) 类 流 形 与 可 积 Hamilton 系统 能 量 面 


为 了 下 面 讨论 方便 ,让 我 们 回顾 一 下 有 关 概 念 . 

设 MM 是 一 个 可 定 问 的 紧 致 3 维 流 形 , 若 边界 M 非 空 , 则 aM 
是 由 若干 环 面 T? 组 成 的 . 假定 每 个 边界 环 面 依 其 ( 同 对 相 容 的 》 
定向 标记 一 号 或 十 号 ,以 3_M FRA RAR AR. aM 
RR E IR W H R A A RI M,a M1) 和 
(Mosd 人 的 连通 和 定义 为 

(M, 3- MOH (Af,,0_ M,) = (MH M3 M, U a_ M,). 
为 方便 起 见 PLA AA DIS AA. 

定义 5.7 GM E-PO SMM BH 3 维 (有 边 ) 流 形 , 若 光 
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ot ae 了 ;MM 一 Rk 满足 条 件 ; 

Cl) 站 的 临界 点 集 由 Int M 中 的 非 退 化 临界 圆 组 成 ; 

《2) 对 于 每 一 个 S HEME oA TOER M 广 :ec 的 任 
— 7h ETE SP iA DRT T, 
那么 称 了 了 是 一 个 SS- 函数 ,而 M 称 为 一 个 5- 流 形 , 即 ME CS). 

例 5.1 令 M(a)={xEMIA(r) 入 a}), 设 32.M 表 示 使 梯度 场 
grad 了 指向 M 内 部 的 边界 点 集合 , 则 CM,3_ MMM) 是 一 个 流 形 偶 ， 
CMCa),9_M) 也 是 一 个 流 形 偶 ， 

mM 5.8 BCR. 2B). CB, a B), (Bia. Ba), 
(Bd. BOE MLA 

(B2 B) = (D x St, Ø), 

(B28. B= (D? x Sap? x S9), 

(Bi, By) = O? X 51,3. N? x S’), 

(Bi,0 B= (N? x Sa, N? x SY, 
其 中 ,N? 表示 一 个 合 有 2 ARARA 选 定 为 N 的 一 个 连 
通 分 支 ,3a+ MN 定义 为 其 余 的 2 个 连通 分 支 . 

定义 5.9 考虑 环流 形 侦 (C ba MOMCM: 3M) E AC 
aM oA TMe % pg: AA: 是 一 个 反 向 微分 同时 , 则 环流 形 偶 

(Mi UM, (3. M, — A) U 2 M2) 
是 由 gg 导出 的 CMi,3 与 CM ,3_M;) 的 单调 粘 合 . 

定理 5.6 环流 形 偶 CM,3_M) 上 存在 一 个 S- 函 数 , 当 且 仅 当 
CM,3_M) 由 基 块 偶 通 过 单调 粘 合 得 到 . 

由 些 推出 于 面 的 主要 结论 : 

定理 5.7 (CHARS) AA. 

证 明 由 第 3 章 知 ,每 一 个 3 维 流 形 MEH) SHAR M 
都 可 以 用 3 种 类 型 的 车 千 基 块 沿边 界 粘 合 而 成 ， 其中, 关 型 1 是 
BZBZD XS, WA 2 Æ TX [0.1] mW 3 是 BEB = 
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DX S. 特别 地 ,可 由 这 些 基 块 单调 煌 合 得 到 , 故 册 定理 5. 6, 对 
上 有 5S- 函数 ,从 而 ME (S), 反之 显然 . 


第 6 章 奇异 从 理论 


这 一 章 中 我 们 将 建立 奇异 从 的 一 点 基本 理论 . THAMES 
是 由 Smale ERE SURG HHS OMB RAR 
ff FT 16 34 BI 20 世纪 20 年 代 , 当 时 Birkhoff 和 Hotelling @ Al?) 
曾 利 用 这 种 思想 对 Hamilton 能 量 面 的 拓扑 做 过 一 些 讨论 . 最 近 ， 
A. V. Bolsinov 等 人 浆 利 用 这 种 轩 想 对 2 个 自由 上 庆 的 Hamilton 
系统 能 晤 面 做 了 详细 的 研究 .需要 强调 的 是 ,奇异 外 并 不 是 通常 
的 行 维 从 ,而 是 一 类 流 形 . 


6.1 基本 概念 


现在 让 我 们 回顾 一 下 有 关 的 基本 概念 

设 对 是 一 = 维 ( 有 边 或 无 返 ) 光 清流 形 , 忆 是 以 M 为 底 空间 
BEA. $ E, 是 与 之 相应 的 胞 腔 从 ,EE 是 相应 的 球面 处 ,通过 
Ey, RATT Smale Hat RA. 

HEN 61 RE AERP. Ae ie] MA aM 
非 空 , 则 E, 在 aM 上 每 一 点 的 纤维 都 压缩 成 一 点 ;如 此 得 到 的 抑 
FER CED AS RA. 具体 一 些 , 我 们 称 之 为 胞 腔 奇 异 丛 ， 

爱 A. V. Bolsinov 等 人 工作 5 的 启发 ,我 们 给 出 球面 奇异 从 

M62 RE, ÆA M ARS AAA. aM 非 
空 , 则 将 3M 上 每 一 点 的 纤维 等 同 为 一 点 ,如 此 所 得 的 拓扑 空间 
BCE) ER AER BF FD. . 

a, PE —- BA EO BCE SE PE CS LR 


61 BARS 9} 


ii Smale HOE ,它们 都 是 微分 流 形 ), 并 且 有 如 下 关系 : 

命题 6.1 奇异 从 e(E) 和 BE 满足 等 式 

Kalk) = BCE), 
BP =( 志 ?的 边界 是 BCE). 

亲民 从 的 理论 主要 是 研究 B( 瑟 ?的 拓扑 结构 与 底 流 形 M 的 拓 
FZ MK. 

下 面 考察 一 些 例子 . 

例 6.1 考虑 单位 区 间 的 平凡 从 琅 =[0,1]XR", 则 相应 的 胞 
RE Ay RDA a( 五 ) 是 na 十 1 维 胞 腔 D+! ,相应 的 球面 青 异 从 BCE) RR 
m sS”. 

$16.2 EMACIGE.E=MXR 为 平凡 向量 从 , 则 有 

aE) =M X D", 
PUD =Mx S. 

616.3 设 MM 为 有 边 流 形 ,EF=MXRI BY M 为 底 空间 的 平 
AAN BG MP Si M M Y aM 等同 而 得 到 的 无 边 
PJE. i 

例 6.4 i MAMAS XL0.1),7M BRA, WA 
Wat HAA 

BTM) = S? XS 

例 6.4 的 结论 可 借助 Heagard 4 Se 5 TE. th De ERS 
7 章 的 方式 证 明 ,详细 讨论 见 后 面部 分 . 

fil 6.5 if MA— Riemann 流 形 ,TM ARAL a KAM 
上 的 一 个 Riemann 度量 ,V ;MR 是 M 上 一 势 函 数 . RV 的 一 
TE WE chi VO CSRS = (2 CMV (Cr ec FE A A 
形 . aT. ATM 在 M. 上 的 限制 , 则 自然 Hamilton EB 


E = [rw) € (TM) Kwo) +y =e 
就 是 球面 育 异 从 BCT). 
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例 6.5 GBA T AAA eB A RO a AE 
刻画 了 Hamilton 系统 能 量 面 . 


6.2 奇异 从 的 等 价 描 述 


胞 腔 奇 异 从 和 球面 亲 异 从 还 可 以 从 另 一 种 角度 描述 ,下 面 的 
命题 给 出 了 奇异 从 的 等 价 刻 前 . 

命题 6.2(Smale) 4+ EM EBA Riemann 度量 的 向 量 空 
间 从 ,3M 一 名 . 设 SMR 为 一 光滑 函数 ,c 为 其 正则 值 , 命 g: 


ER 为 由 g(v,z) 一 六 wv 有 ?十 f(z) 所 定义 的 西数 ,此 处 VE EL, 


E.H r 上 的 纤维 . 那么 < 也 是 的 正则 值 , 从 而 ge 一 so,c] 是 
一 有 边 微 分 流 形 . Woh WR E A E EM ETE m A 
Arc ARP BR SOA 的 正则 值 , 且 六 ?一 00 ,加 一 方 ! 一 coyc]， 
WR ELEVEN M.={2€ Mf (2) Sc) ERA BIS ORR 
持 度量 不 变 ) ABA g (一 0,cj 与 ooe aE. 

设 五 A EEM. 上 的 限制 , 则 g 一 cc 给 出 了 atE,) 的 另 
一 种 刻 遂 ,而 BCE.) 可 由 ec) 来 表示 . 这 可 由 如 下 事实 看 出 ,对 
每 -- 2 M,—aM, =f (— 2 0c) PER 


gz) = > lll? + fle) =e, ve E, 


知 

lvl}? = 2 Fa =e 0 YrEM.— aM. 
从 而 ;对 M 中 任 一 内 点 T RE E PR |v l? Se 
WEES AIRF STk 是 纤维 EL 的 维 数 . 而 在 rE aM, = 
FUE, |v | =0, Maa. 
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6.3 平 几 球面 奇异 从 的 几何 刻画 


在 这 一 区 中 ,我 们 将 说 明 平 凡 球面 奇异 从 具有 简单 的 几何 结 
构 , 它 们 可 作为 相应 的 积 流 形 的 边 撞 而 得 到 . 

定理 6.1 KRE=MXR 是 一 平凡 月 量 处 ,PE 是 正中 的 平 
FURR at RA RAAT 

BCE) aM xX DO = aM x D UM x Se, 
证 明 首先 注意 如 下 事实 ; 
OM x DOY = aMx DUM x D 
= MX DU MX ST, 


以 及 
aM X DN M x am = aM x gL, 
易 证 ,存在 AMX D" BP SB a EEE RA 
J: aM x D1 +0 > Mx D", 
使 得 
ag x DC FAM x D'OH ED), 
aM X D = fM x D"(1)), 
这 里 D1 +e) BEN 1+e 的 开 胞 腔 . 
实际 上 ,根据 领 边 定理 1, 对 于 32M4X3D", 有 一 个 双边 (bicol- 
lar}: 
F: aM X aD’ x (— ee) = dM x 87 XxX foe MX DD, 
使 得 
PAM X Sl x {0}) = aM & ab", 
并 且 满 足 
FOM XST & (— £,0)9) CaM x Dr, 
因此 F CaM & ab" X (e eD aM < D" alt X D" KP oR. 
另 一 方面 ,显然 有 
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FOM x ab" X (— ee) U Dp" = aM x aD" + e, 

故 存在 aM XAD 的 一 个 邻 域 
SM XPT MX D, 
使 得 
(OM x D") = aM x D'O). 
ALLE MP SRP KR~ BPE r) XD COMXD 等 同 为 一 
点 ;于 是 SOM X D) XD +6) /~ Cap (ED FE aM x {0} Carte) 
的 一 个 邻 域 . AA 
D'A + 8)/ ~= Dt), 


所 以 
FOM X Dl +e) = FOM Xx D'O ~, 
但 
aM X DY) — FM x Dd + 2) 

=~ OPE) — OM x DU +O/~, 
所 以 l 

BCE) = AlE) = xM x D). 
证 毕 


上 述 定 理 使 得 在 许多 情况 下 8C(E) 的 几何 结构 的 讨论 变 得 较 
为 容易 ,我们 用 有 关 例 子 说 明 这 一 点 , 

例 66 Hh E=AXR?=S'X(0,1] XR, R ACHAMA 3 维 
流 形 理论 的 Heegard 分 割 原理 可 证 明 8(E) 一 S:XS!， 而 运用 定 
理 6. 1, 得 

BCE) = AA x D) = aS) x [0,1] x P) 
Sas’ x DY) = S) & SF, 
816.7 KE=OXR’ ROA eH 6. 1 直接 可 得 
BCE) = aD X DE) œ aD = Si 
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6.4 平 几 球面 奇异 从 的 同调 群 


于 平凡 的 球面 奇异 从 有 着 良好 的 物理 背景 和 基本 的 数学 意 
义 , 在 这 一 节 里 我 们 将 对 此 进行 详细 讨论 ， 
GME m PPR. E EU 2M 为 底 空 间 的 平 几 向 量 
AA, BP E=MXR". KT RRMA BE) ,我 们 有 如 下 如 果 
定理 和 2 ARAMA PCER ENAR WE FI ES FA: 
e SHST x OM) H, S x M) @ H,,(aM) 


BRED ÈH, SI x aM) — e, (6.1) 
证 明 注意 到 CCD MXST E MM 的 边界 将 其 上 的 纤维 讨 
缩 到 一 点 而 成 的 ,我 们 可 以 构造 8{E) 的 一 个 覆盖 {UV} 如 下 : 
由 领 边 定理 {Collar theorem PaE , FE ZE—- PBA, 
Jf, aw x fo,1l) > M, 
(248 flr. =r. 
se M, „Mfo 和 M, 分 别 如 下 : 


M, = f CM x (0,5), 


M, = f(aM X [0,-4)), 
M, = M — M,, 
ABA (M,.M; HR 的 一 个 覆盖 . 易 见 
M, (| M, = FM x EZES 


œ aM x [0,1). 


U = M, X se, 


V= M, Xs, 
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Kh, MX SRAM, XS" MER M, eel 点 之 EE 
aM 上 的 纤维 都 等 同 为 一 点 后 而 得 到 的 流 形 , 易 见 10i ,Vi 是 BALE 
i) —- Mi. BRA 

Us Mx $s, 

Ue) ¥ = Xx (0,1) x $7," 

VouaM x Dp, 
这 里 ,D" 是 nr AER. 利用 熟知 的 Mayer-Vietoris 序列 

-H,U Q0 V) SHOW) 


BHED SH, a U NV 一 
便 可 得 如 下 正 合 序列 
-2H GM xX S) SHAM KS) O HOM) 
HBCEY) SH, (aM X St) > e 
证 毕 . 
推论 5.1 (1) 4 k<n—1 时; 序列 (6.1) 变 为 
w+ SH, (aM) THM @ HOM 
“SH, (BCE)) H, GM) Be (6.2) 
(2) 当天 一 2 一 人 时 ,序列 (66. 1) 变 为 
MY) @ H, (aM) SH,_,M) O H, (aM) 
BH, BED) SH, (aM) > e; (6.3 


(3) 4 Rn 一 1 时 ,序列 56.1) 变 为 
 SH,00M) @ H, np Cah) 


HM) D H, 04) @ HOM) 


SGED Ben, (6.4) 
证 明 首先 回顾 一 下 著名 的 整 系数 同调 群 Künneth AX 
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HAX XY) = OH, G H, Y) 
pao 


四 DTor GE), Hap), 
其 中 ,发 ,了 是 拓扑 空间 . 
注意 到 同调 代数 的 如 下 基本 事实 : 习 2 车 4 是 自由 阿 贝 尔 群 ， 
WW Tor(B,A}=0 S4E— BGR PB PRRs GD SEB BE 
ARBRE ZRiKBRAWZ=A. 由 Kiinneth 公式 知 (注意 ， 
"的 同调 群 是 自由 阿 贝尔 群 )?, 当 上 < 一 1 时 ,有 
H, GM X Se) ~H, (aM) @ H, CS”) 


DÓTor( H M) Hyp (8S7) 
= HOM) @ Z 
= H,(aM), 
以 及 
H M x S7 = HAM), 
王 是 利用 序列 (6. 1) 便 推 得 (1) 中 的 (6. 2) 式 . 
“4 ko>n—] 时 ,根据 Künneth 公式 ,有 
H,(aM X 8") ~OH, (aM) @ H, (5) 
= MOM @Z@ Hn WD QZ 
= HM) 四 五 (3M). 
以 及 
FEM X S) =~ TEM) ® Bing (M), 
代入 序列 (6. 1), 便 得 463) 中 的 (6. 4) 式 . 
同 再 可 证 (2)? 中 的 (6. 3) 式 ， 证 毕 . 
作为 应 用 ,现在 我 们 将 利用 定理 G 2 具体 计算 8CE) 的 同调 
HRB ESMXR MZSS X[0,1] 由 定理 6. 2 AA EAFA 
"SHCM X S!) © HM) SH BED) 
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ZH OM x SDH, M x 5) HM) 


ay 
reese 


注意 到 3M 是 两 个 不 相交 的 圆 5S} 与 S: 之 并 ,我 们 有 
五 :MMX 一 五 :031 US XS) 
~z, 
H (M XSOQH GOM) =H S X (0,1) S') 
DHSIU SI) 
-ZPD0=Z, 
H (MXS =H, x [0,1] xS 
= H, (dM) =0. 
于 是 由 序列 (6.5), 有 


fy 4 A gy A, 
OSH, (B(E)) AZO ZEZ., 


(6. 5) 


(5. 6) 


另 一 方面 , 闭 链 SxS 与 SiXS' E H OMXSD RATER 
元 ,; 且 在 MXS! 中 是 同调 的 ,此 外 它们 也 是 MX SE 


元 ,所 以 有 

Image g, = Z, 
从 而 

Kernal g, = Z. 


Fa ESN C6. © AT AA RK IEA TEA 
H,(BUE)) 2 Z. 
为 计算 HC BED) BIB 
HM X 5) © HUM) SHREE) 
H OM x SD SHM x SD) @ H, OM) 


一 和 r 


由 上 述 关 于 五 ;C8CE)) 的 讨论 知 ,序列 C6.6) 中 的 映射 
g.: H,(aM X S) — H,(M XSD BD HAM) 


(6.7) 
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FE WG AE (6. 7) AY A, 满足 Image A. 一 0, 从 而 序列 46.7) 
中 的 入 是 单 射 . 

另 一 方面 ; 易 见 HL(3M X50 的 和 牛 成 元 可 取 为 a 二 SiX {az}, 
a= SX {r)en = {tn} XS ,a= {yy} XH HP ce Sy, Si, 
ye Sh. 

i a€ Hy(AMXS') IPA a BOM XS) AY 1 AEE WH 
& AER 


g.(a) = (Āā, — å), 
Hop RR a EMXE 中 的 1 维 同调 类 ,za 表示 a 在 aM 中 的 同 
易 证 ,g. (a) 一 0 当 且 仅 当 
a = kla, — a), REZ, 
故 
Kernal g, = Z, 
由 于 入 是 单 射 ,由 正 合 性 知 
HAE ZZ. 
此 外 ,利用 Künneth AAFF. 7) ,得 
» SHAG) SZ @ZOZOZ 


S7@ZOZOZ +H GE) 4, (6.8) 
由 前 面 的 讨论 可 证 Kernal g. =Z, JM m ÆI CS. PMP A, 
满足 
Image A, = Z, 
另 一 方面 ,由 (6. DRE 
-SH BRED H, OM X S!) 


BHM x SY HGM) > e. 
He.Pe XM g. SEE. A 
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Image A = 0, 
AmA 
Hi, (8CE)) = Image A, Se Z. 
注 利用 Heegard 分 割 技 巧 可 证 ( 见 A. V. Bolsinov 的 文 
BDA E)eS' XS, 于 是 我 们 给 出 了 S XS 的 同调 群 的 又 一 种 
计算 方法 ,由 此 也 可 直接 利用 Künneth 公式 计算 8(E) 的 同调 群 . 


6.5 平凡 外 的 球面 奇 凤 处 的 基本 群 


这 一 节 我 们 将 讨论 奇异 从 SCE RAR BRT M 及 其 过 
界 3M 的 基本 群 的 关系 . 具体 地 ,我 们 有 
定理 6.3 硼 异 处 8CE) 的 基本 群 间 构 于 
{m (AM) x [e CS X m (MY 
lj. (2) = ROC). ¥ x € 2,68") x 7, (8M), 
这 里 
BONY UO, 
ki: U()V—~V 
HASAN. APU Ve 8.2 Pe Pe 
i 
m (aM) * frr, C8"-1) X mM] 
是 zu(9M) 与 (S81》XrCMD) 的 自由 积 . 
证 明 考虑 定理 6.2 的 证 明 中 所 构造 的 关于 8(Z) 的 覆盖 
(U,V), AREER Van Kampen 定理 ,可 得 
a(B(E)) = 9, (U UV) 
se {a (U) m CV) 
lja D = k D, VYzE€E md ND). 
注意 到 
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6.5 


Us Mx, 
V => OM x D", 
UNK = aM X (0,1) XET, 


我 们 有 
mUD = m CM) X 2,08"), 
m (aM X D = m CaM), 
以 及 
aU N WD = TD X meS, 
由 此 便 完成 了 定理 的 证 明 . 


注 上 面 的 定理 6.3 可 以 换 一 个 方式 证 明 . 注意 到 
MX S = XM X D!) 
= aM x D) 
=M x ST U aM x D", 
以 及 1 
Mx S"' N aM x DY = aM x S, 
则 由 Van Kampen 定理 推 得 


(MX S xem, (80M X D")) 
æ {m (MX S*7}) +m (9M XD") 
lj. GS k, (2), Y zE maMx S D}, 


其 中 ,jaMXS 一 MXS h:aM XS" MXD 都 是 包含 


映射 ,而 ,与 ,是 它们 诱导 出 的 同 态 . 
因为 aM 是 MXD 的 收缩 核 , 放 上 面 的 关系 式 变 成 


mMXS" y= {m (OM) * m (M XS") 
lje (=k), Vem MXS}, 


推论 6.2 BE MA E PARRA 2,0 
x, (BCE) 2: {r aM) xm (M) 
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lj C2) = RR. Cz), Vx Ex (oD)). 
推论 6.3 MREFA ERZ M BBE, AA EE 
SRF 2,584 CE BAAR. 
证 明 TER WHAT U 是 单 连通 的 ,因此 
j= e, Yu © ma. 
由 定理 6. 3 得 
ay (BCEY) {mM |k, tz) =e, You € 2 (Ca,} 
= f, 
故 得 所 证 . 
推论 6.4 如 果 aM 是 单 连通 的 , 旦 纤维 维 数 天 主 2, 则 
m(8CE)) = rm M), 


6.6 一 般 向 量 丛 的 球面 奇异 从 的 拓扑 


对 于 一 般 情 形 , 目 前 尚未 得 到 很 好 的 结果 . 下 面 的 结果 仅 指 
出 一 般 向 量 从 的 膏 异 从 同 平凡 向量 从 的 奇异 从 的 联系 ,更 深入 的 - 
结果 有 待 于 进一步 的 努力 . 

定理 6.4 KKM BOR AiR ER 村 上 的 一 个 "向 量 
空间 从 , 则 存在 一 平凡 向 量 从 "二 MXR"” ,以 及 一 个 自然 的 
上 映射 

T; BLE) > Alert), 

使 得 TERRA ORRETARA BET PITA, 
其 中 ,了 由 Whitney 和 所 诱导 . 

为 证 明 此 定理 ,首先 回顾 一 下 向 量 从 理论 中 一 个 熟知 的 
HERDS, 

引 理 6.1 Ri BGR MEADE n MBSA. 
ATE m>0, AR M 上 的 一 个 向 量 空间 从 7, 使 得 Whitney 
P iD, MHT M EAE PLA = MXR 
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定理 6.4 网 证 明 由 引 理 6.1 HFE M ER Pi BS a 
从 p EE EO 同 构 于 et". 由 庙 量 从 的 Riemann 度量 存在 定理 
知 ,e "上 有 一 Riemann 度量 《,). O E EO LAMAR? 
诱导 的 Riemann SR. 弄 此 度量 可 取 ECE Hp EAE 
C TRR nl 单位 球面 从 ， 叉 设 MXS E eth h E 
4) 确定 的 单位 球面 处 . FA Eo E et” y a E Ae E E 
MXS H-A A OR HR A EA AEA oM 上 的 纤维 STS 
Sore 到 一 点 , 即 可 导出 BC(E) 到 Eet Ae ARR A. 


第 7 章 ASR Hamilton 系统 能 量 面 的 拓扑 


本 章 主 要 讨论 定义 在 辛 空 间 TR" 一 R” 一 R"XR" 上 的 Hamil- 
ton 系统 能 量 面 的 拓扑 . 我 们 首先 讨论 几 个 Hamilton 系统 的 能 量 
面 的 具体 构造 ,然后 对 高 维 情形 下 一 类 Hamilton RAM MRA 
出 几何 描述 ,并 顺便 指出 一 类 拓扑 流 形 作为 代数 集 的 实现 方法 ,最 
后 ,我们 给 出 关于 Hamilton 能 量 面 的 若干 括 扑 定理 . 


7-1 Jus Hamilton 系统 能 量 面 的 几何 构造 


为 讨论 方便 ,我 们 先 给 出 如 下 结果 ， 
引 理 7.1 7 ES DXR, Ml ACESS, 
证 阴 易 见 BCE) =al =D" KX DOSS, 


Kepler 问题 
此 时 TR | AY BR Hamilton 函数 为 


AWw,2) = mê t nt 1 lv, r) CTR 
3 2 l z i kd + 里 


车 ec 祈 0; 则 二 .二 瑟 cc) 中 的 点 满足 


ve + ve _ 


1 
一 十 TeT， 
易 见 可 达 区 域 
Q, = Vog — co,e | 


= [ze r|- r<: 
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一 R’, 
此 外 ,除去 原点 外 , 己 中 每 一 点 上 的 皇 维 都 是 网 , 故 
E. = (R? — {01> x 3, 
EH c= 0, ROR, AEA aA EM A 
在 0 处 的 纤维 是 无 穷 大 圆 , 故 
E, = OS? — {pgh X 5. 


<0, M 
Q, = [> ER 


是 一 闭 圆 盘 ， 中 于 奇异 其 BLO. XR) =Q. XR eS), m E 
Ma EOC Q. AMARA AAA. a 
E 全 83 一 S$}, 


1 
Iz <- + 


中 心力 问题 
ZE OTR®=R? x RI 上 的 Hamilton a 
五 (ez) = 4 Tol?+ vlzl), Gea) E R? & RY 


为 讨论 方便 ,假定 VY 是 光滑 单 变量 函数 ,此 时 只 需 讨论 3 种 情况 : 

(1) 设 <c>>0, 而 名- 是 一 闭 圆 盘 , 且 仅 当 cea VC |) 
=c, TREE E ARF QXR. HARMAN SEM, 
BQ. XR? EF S, AT 

E, = pQ X R= S, 

(2) 设 >00, A QZR D HP, D EA ARA A G h 
开 网 盘 HH rE 00. HE VC | x ee FE 8CQ,x RD) 等 价 
FS? EAS Aah E 5;, 即 

E, = PQ, X R = S'S}, 

(3) 设 对 于 c>0.0. B-P AHR aS l eV Ge) = 

Vense HRY rE Q.-a MVC ils | <e BARR 
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AQ. x RE) = SX S?*, 
从 而 
EL =S xS. 
RERET ERMEE. 
获 射 问题 
TR=R* XR? EH Hamilton ARA 
Hr) = lo h + erpi Ya, 


wD © R? x R’, 
易 见 势 函数 了 一 zizzexp( 一 外 zz 下 2 的 最 大 值 为 e 下 . 
H ce PAT, Q= RR’, ATT 
E= S x k’, 

当 e= e Rf, QS RS IC, D (一 1,1), (1 1), 

(一 1; 一 1)}; 从 而 
E=SxR-SUS'US US... 

当 O<e<ie ?时 ,Q: 宇 R' 一 DIU DUDIU Di, 其 中 ,Di 二 1， 
27 4a R PRP AR. 为 进一步 讨论 能 量 面 E We 
构 ,我 们 先 证 明 下 述 一 般 的 命题 : 

引 理 7.2 HEMBABRD 中 按 去 上 个 互 不 相交 的 小 开园 
盘 后 所 得 到 的 有 边 流 形 ,号 是 M 上 的 平凡 向 量具 , 则 已 的 球面 奇 
Bek &£ MEI SS? 的 流 形 的 连通 和 组 成 , 即 

aA = S'K SHS! K SH HS! x S 

TEAR 此 引 理 可 仿照 A.V，Bolsinorv 45 A A Heegard 分 
割 的 方法 证 明 . 这 里 我 们 直接 利用 aCE) 的 定义 进行 初等 证 明 , 讨 
Hest an FILE : 

第 1 步 ” 先 证 明 邵 下 事实 : 设 和 N 是 R? p— PR a a DD? 
的 区 域 ,r 是 边界 3N 中 的 一 段 连通 闭 骤 , 如 图 7.1 RN 是 
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FLARE N XS? 土 由 如 下 等 价 关 系 一 所 定义 的 拓扑 空间 : 
对 每 一 点 rer, 集合 tz} x5! 等 同 为 一 点 ， 
训 当 二 仿 r 纤维 不 变 时 ,NN [a] ARP 3 AER OD. 


7.1 

证 明 如 下 . A-AA 中 将 六 变 为 一 直角 三 角形 荆 (如 图 
7.2 所 示 ) SFA AAG) =aUs. BAG) LEMME 
A~, MBA MISH THNXS'/~, EFN. 另 一 方面 ,对 
于 5 上 每 一 点 多 有 一 与 < 平行 的 线段 交 a Fy. BSR KS 
Im ESET) 2S lal DR EEE yy’ XS) 的 两 端 等 同 于 一 点 而 得 ， 
因此 是 一 球面 5. 另外 , 当 取 5 上 顶点 p 时 ,此 球面 则 变 成 一 点 ， 
由 比 可 知人 了 实际 上 ( 同 肛 意义 下 ) 是 一 球体 D. 


P b 


图 7.2 
$27 RMED HRA DFAA A MSANE, L 
MZSS Xx[0,1] 于 是 ,at) 是 MXSI 之 S11X[0,1]XS! 上 由 如 下 . 
FRR, 定义 的 拓扑 空间 ， 
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H r= zE SE (0,1}.9 E SVE SCR 2 TIED Ri 
Lat, y) ~™ At, 


或 
T= 3, (€0,D, youR 
在 此 等 价 关 系 下 有 
M X S'/ ~ = 5! X [0,1] xX S ~; 
= 5 x ((0,1] X E ~) 
= S! x St, 
因此 


E) ES! x S. 

第 3 步 设 好 是 由 圆 环 面 沿 其 边界 控 去 一 片 所 得 到 的 空间 
(如 图 7.3 Bras). a M Ay SP HEA MXS 土 如 下 等 价 关 系 一 所 
定义 的 拓扑 空间 : 

当 xE anf 一 时 ,其 上 的 纤维 $ 等 间 为 一 点 . 


FA 7.3 
Sit MERI S XS 中 控 去 一 个 3 维 小 球体 D 而 成 的 .实际 
上 ,将 第 1 步 中 的 N 变形 再 粘 附 于 M 上 (如 图 7.4 所 示 ), 便 得 一 
圆 环 面 M ,从 而 


M = (M — N} X S'y ~a 
=MxXS/~,-NXS/~, 
= S1 Xx S? DY 
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第 4 步 EMED PHRE2THARMSH SI 7.5 
Bias) M 4b 7.6 hs BRS 
ECM X RO = MX S'o, 


= (M, U Mp X Sf ~, 


= M, X S'/ ~, U M; X S'/ ~a 
其 中 ,等 价 关系 ~…， H: 


当 zEadf 时 ,zx 上 纤维 5: 等 同 为 一 点 . 


图 7.5 
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根据 第 3S, REZAN BOM XR DBA S XS 挖 去 一 球体 
D a= SxS 控 去 一 球体 D 后 再 沿边 界 S 咎 合 而 成 的 ,这 
i BOM X ROE SXS SSS? 的 连通 和 . 然后 对 D: 中 挖 去 
的 洞 数 用 归纳 方式 讨论 就 可 完成 证 明 . 
现在 继续 Hamilton 系统 能 量 面 £ 的 讨论 ， BAK RQ. 
满足 
Q = R? — (Di U Di U DIU DD 
= 5 — {Pe} — (Di U Di U D: U DD 
= D — {Pa} — (D U D U DD. 
利用 引 理 7. 2, 易 证 
E, = BP(Q, X R?) 
= S' xX SHS X S*?— {Pao} XS 
Sx PHS x St St, 


Young-Mills 4A > SBD 


TR’=R?& RF EA Hamilton M 


ay x,? 


Hom => lolt 


对 于 > 0.Q. Æ R bh 4 RR ne ble 所 界定 的 含 原点 的 
区 域 , 如 图 7. 7 所 示 ， 
ARQ BET D 挖 去 其 边界 上 4 个 不 同 点 所 得 到 的 空间 . 
此 外 ,在 4 个 无 穷 点 (0, 士 ce) 及 ( 士 c,0) 处 , 仍 有 (极限 意义 下 ) 
Lv | ?=2eAO,V Co, 0, EEE, BY WL, 0D CE F 
基 在 此 4 个 无 穷 点 处 纤维 从 QL XS? 的 纤维 保持 不 变 . BEP Po 
Pi Pac 对 应 于 这 4 个 无 穷 远 点 ,那么 有 
E, = BUD" — (Pig Pah) X RD 
ZS e {Py} x S U e U (PA) XS 
=F- SUSUS US 
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Q. 


图 77 
7.2 TARRE Q 的 紧 致 性 


给 定 一 个 Hamilton 函数 ,一 个 自然 的 问题 是 其 Hamilton 能 
BE. 何 时 为 紧 致 的 ,这 自然 就 涉及 到 相应 的 可 达 区 域 Q. 何 时 
为 紧 致 的 ， 下面 就 对 Q 的 紧 致 性 做 一 些 讨 论 ， 

Vr) R 上 的 光滑 函数 ,对 一 正则 和 慎 ,假定 水 平 集 
VC) REN TA 

Q. = {x E RPV Kc} 
ETRE? 下 面 的 定理 对 此 做 了 一 个 回答 . 
O ERTL 设 < 是 的 证 则 值 ,Y-:(e) 紧 致 ,并 且 
Jim Vir) > 0， 
那么 Q 是 紧 致 的 . 

证 明 设 c 是 V 的 正则 值 ,Yec) 的 每 一 个 连通 分 支 都 是 本 
中 余 维 数 为 1 的 光滑 正 子 流 形 . 因为 Ye) 是 紧 致 的 , 故 其 连通 
分 支 的 个 数 是 有 限 的 .此 外 ,由 紧 致 超 曲 面 的 分 离 性 质 ( 匈 张 筑 生 
的 书 G) 知 ,rice) 的 每 一 个 连通 分 支 都 把 R 分 成 一 有 界 和 一 无 
界 的 两 个 连通 分 支 , 它 们 分 别 属 于 
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Q. = {x E R |V ir) <c} 
和 
Re = {x ER |V x) >c}. 
由 给 出 的 不 等 式 条 件 知 R EAR MAA EB XAT 
à 中 . 另 一 方面 :&. 是 有 限 个 这 样 的 有 界 分 支 的 并 , 而且 Q= 
Vite) AO. 是 紧 致 的 . 
关于 能 量 面 E., 下 面 的 结论 是 显而易见 的 : 
定理 7.2 WR EAHA AH V AER 
(1) SF V MEME Vo RR; 
C2) 下 述 不 等 式 成 立 ， 
jim Vie) > ey 


那么 ,其 自然 Hamilton 系统 的 能 量 面 E RA. 


7.3 一 类 高 维 Hamilton 系统 能 量 面 
的 几何 构造 


BH Be RMS TR 一 R* XR* 上 的 自然 Hamilton 
函数 


Hetyolttv@, @mEeRXR, 


本 节 讨 论 当 光 浓 势 函 数 V 满足 某 种 对 称 性 时 ,Hamilton 系统 能 量 
面 E. 的 几何 构造 . 假定 势 函 数 V 满足 如 下 对 称 性 : 设 SOG) RIE 
交 变 换 群 ,我 们 有 
VAr) = V(r), YAS SOn) E R, 

此 时 下 RA SOCORRER, REF SO(n) 是 对 称 的 . 

不 失 一 般 性 ,可 设 耻 人 z) 一 (tr) ,其 中 >= Ill. 

定理 7.3 设 在 某 一 ro>0 处 了 到 最 小 值 Van, 则 mn 附近 
AEM c. tE Hamilton 系统 能 量 面 E 满足 
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E, = 5" & S77, 
HERA 显然 ,Fan 附 近 有 一 正则 值 >V min :使 得 
Vo,—-@)=VGO,4+6) =c, 

其 中 ,5 与 3 是 适当 的 正 数 . 从 而 

V= coc] = {x E€ R mdz ra t+ 6h}, 
TEATER 

Q. = {rE 天 |rm AS ll x Il < ro 十 人 

BLQ AEF SST 10,1] RAR E. ARF Saxo] 
的 球面 奇异 从 BCS" x (0,1 ] XR") =ACE). 

AA ARABICA CCR S* X01] XS 
等 价 关 系 一 定 交 的 商 拓扑 空间 ,其 中 ,一 定义 如 下 : 


如 果 
Cry) € S! & [0,1] x S77 
和 
(ZF FE S! X [0,1] X S 
满足 i 
= t=FE 1), y= 
或 
z=, t=FE€ {0,1}, 
那么 
Crt y) ~ (2,7). 
于 是 
BCE) =S x [0,1] X S5 ~ 
= 8 X ((0.1] x S7 ~) 
=S x S, 
故 证 得 
E, =z 5" X 8), 


更 一 般 地 ,有 
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定理 7.4 REH r=r > Osh 取 极 小 值 ,那么 有 一 正则 值 
c.f E RPE AR SxS. 

特别 地 , 若 Y(r) 单 调 递增 , 则 对 住 一 使 Q. 非 空 的 正则 值 =, 豆 
是 一 球面 . 

注 由 定理 7.3 的 证 明 看 出 , 若 豆 是 以 3 X[0,1] 为 底 空间 
的 平江 向 量具 , 则 其 球面 奇异 从 POD RET 5 x5". 并 且 易 见 
车 函数 

gas) = zl HE yll Ds CER XR 
RE VER || y || =ro 0 上 取 极 小 值 , 则 对 于 基 正 则 值 ,水 平 集 

g Cc) ARR SxS. 
现在 讨论 一 个 具体 例子 ,考虑 Hamilton 函数 
Hiz, = Jel? + flol’clyl?— 1), 
(2.9) E R" X RH, 


FRIR Bh —~ e0 EH Co) BRE Sox Ss". 此 


例 也 顺便 证 明了 流 形 SxS 可 能 人 到 欧 氏 空间 Re hE, 由 
于 H 是 一 实 多 项 式 , 玻 S"XS" 也 是 一 实 代 数 集 ( 见 7. 4 节 》. 


7.4 实 代 数 集 的 一 点 讨论 


现在 讨论 一 下 7. 3 节 的 结果 同 实 代 数 集 理 论 的 一 些 关 系 . 由 
定义 知 , 所 谓 实 代数 集 乃 是 一 集合 4, 使 得 4 二 P-1(0) 对 某 个 实 多 
IR PRR 成 立 . 实 代数 集 理论 的 一 个 中 心 问题 是 对 实 
代数 集 进行 拓扑 分 类 , 即 一 实 代 数 集 在 同 胚 的 意义 下 同人 计 么 样 的 
拓扑 空间 等 价 - 友 过 来 ,人 们 也 想 知 道 什 么 样 的 拓扑 空间 (在 同 肛 
意义 下 ?可 作为 某 个 实 代 数 集 ， 人 们 早已 知道 , 实 代数 集 都 是 可 前 
分 的 ,并 及 每 个 紧 致 的 P. 工 . 流 形 的 内 部 都 周 胚 于 一 实 代数 集 69， 
这 里 ,我 们 感 兴趣 的 是 形 如 A= POO MRA. ADP. RR! 
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是 一 实 多 项 式 函 数 . 易 见 , 若 一 流 形 可 作为 这 样 的 代数 集 , 那 么 该 
RICA ATR A R 中 的 超 曲 而 . 显然 ,对 一 流 形 具 体 找 出 一 实 
多 项 式 表 示 是 非常 月 意义 的 . 普通 解析 几何 中 的 球面 \ 双 曲面 等 
流 形 的 讨论 都 是 以 具体 的 多 项 式 表 示 为 基础 的 ,一 个 非 平庸 的 例 
子 就 是 环 面 了. 对 于 2 维 可 定向 流 形 来 说 ,所 有 亏 格 的 情形 都 有 
相应 的 多 项 式 表 示 ( 从 而 是 代数 集 ). 
例 7.1 亏 格 为 0 的 曲面 是 球面 S’, 一 和 多项式 表达 式 为 
Piir) = ar tyt 2? O 1; 
亏 格 为 1 的 曲面 就 是 环 面 ,其 一 多 项 式 表 达 式 为 
Pilz, yz) = (ry Ay t e O l; 
S16 2 OHH EAA ABR RAMA 


PiCax e552) = [4z?(1 一 r’) 一 y + zř 一 + 


等 等 . 对 一 般 的 高 亏 格 情形 的 进一步 讨论 可 参见 M， 殉 .Hirseh 
p TE, i 

对 于 高 维 的 情形 ,尽管 原则 上 知道 一 光滑 紧 致 流 形 可 表示 为 
一 实 代数 集 ,但 给 定 一 流 形 , 找 出 具体 的 相应 的 实 儿 项 式 决 非 易 
事 , 迄今 还 未 见 淹 很 好 的 工作 . 7. 3 节 的 讨论 附带 给 出 了 形 如 
S"XS* 的 微分 流 形 的 多 项 式 表 示 的 一 种 范例 ,其 方法 可 以 推广 到 
多 个 球面 的 直 积 流 形 上 去 ,如 下 面 定理 所 表明 : 

定理 7.5 设 CR 可 以 作为 一 光滑 (多 项 式 ) 孙 数 
8:R"" >R! 的 水 平 集 ,那么 存在 一 个 光滑 {多项式 ) 图 数 SRY 
>R ,使 得 S* XM 是 了 的 一 个 水 平 集 . 

TERR Mc Eg 的 正则 值 ,使 得 

M = gte), 
易 见 存在 一 个 e0 AEBe ect] PMB—TARE ¢ 的 正则 
值 ,于 是 有 
ale — ee + ef] = M x [0,1]. 
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现在 构造 一 光滑 函数 fs RR, 
fr sy) = lla? + ety) — egon +c? e 
= | zll +g y). 
注意 到 0 是 f HAEN, ik TOE RTH h pA ntk 
ETHE. AHA RRA 
g'i 0] = gie — ec + ej, 
所 以 f ORM MX 10.1) ARS ERA E=Mx([0,1) 
XS SH AER ROA BCE)， 其 中 ,BCE) 定 义 如 下 :在 到 上 
定义 一 个 等 从 关系 一 ,一 把 每 一 个 集合 {x} XS :等 同 为 一 点 ,其 
中 ,xzEAMxD0,1]D=M"Xx fo} UM" x {1}. FE 
BEY =Mxiilxsf/~ . 
= M Xx ([0,1] x S ~) 
= Mx Ss, 
因此 
f° =M xX S. 
注 利用 定理 7- 5 SHAR BEE-TRR 
M = St X St X + x Ste 
都 可 以 作为 某 个 多 项 式 函 数 
f: Ratteri tl e R! 
的 水 平 集 . 
另 一 方面 ,给 定 一 = 元 实 罕 项 式 已 , 弄 清 代数 集 已 (0) 的 拓 
扑 结构 有 着 十 分 重要 的 意义 ,因为 一 个 Hamilton 函数 的 有 限 
Taylor 逼近 总 是 一 实 多 项 式 ; 因 此 实 代数 集 的 研究 大 大 有 助 于 
Hamilton 函数 在 平衡 点 附近 人 能量 面 的 拓扑 结构 的 研究 . 


7.5 自然 Hamilton 系统 能 量 面 的 同调 群 


本 节 中 ,我 们 将 利用 第 6 章 的 奇异 内 理 论 给 出 自然 Hamilton 
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系统 能 量 面 拓扑 的 一 些 基 本 结果 ， 
定理 7.6( 自 然 Hamilton 系统 能 量 面 的 同调 群 定理 〉 考虑 
辛 空间 TR'=R"X R* 上 的 自然 Hamilton M% 


H(v,r) = + lol? HV), w © RXR 


设 < 是 五 的 一 个 正则 值 ,能 量 面 五 的 同调 群 与 可 达 区 域 Q. 的 同 
调 群 满足 下 列 正 合 序列 ， 
e SHV) X S SHAQ. x SO) BWW) 


“SH, CR.) SH, O(c) X So) > os 
证 朋 ”由 第 65 章 奇异 从 的 讨论 知 E SFO. 上 的 球面 奇异 
DA OH EL QQ. 和 BQ 二 Vt) 代入 定理 6.2, 便 得 上 面 的 正 合 序列 . 
推论 7.1 4 kanl ARF E., 有 序列 
e SHUV E Q) BH VY) 


"SH, ED SH, V > os 
W knl 时 ,有 序列 
‘SHV BH Ve) 
FH, Q) BP Hran (QB HV e) 
BH, (E) SH, aV e) > 
推论 7.2 设 V i!1(c) 紧 致 连通 , 刚 当 =n 一 ] 时 有 正 合 序列 
-AZ OZ5HA n RVE 


SH, (E) H, a Ve) > 
关于 能 量 面 8, 的 基本 群 ,有 如 下 基本 结果 ， 
定理 7.7( 自 然 Hamilton 系统 能 量 面 基本 群 的 基本 定理 ) 


Hamilton 系统 能 量 面 EL. REAR E 
Ty (EL) a {7 (Vv (c)> * TT, Cor! xT (E) 
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lj. (=A. (2), Y ea (St xa Ve) }, 
KP WHA" * "RAR Ae 是 由 定理 6.2 MAY 
造 的 E, 的 覆盖 {U,V } 所 确定 的 包含 映射 
j UNKU, 
kUQV>+Y¥Y, 
JAk eI Re HASH AD. 
证 明 HPS Q 及 其 边界 RQSV Oe) RAR. 3M 
表达 式 便 得 所 证 . 
推论 7.3 AAS Hamilton 系统 的 自由 度 n>, RSQ. 
的 维 数 大 于 2 , 则 有 关系 式 
m (E.) a (my (VT e) * A (Q.) 
lje = Rh.) YE mV ie))}. 
推论 7.4 对 于 自 上 应 度 不 小 于 2 的 自然 Hamilton 系统 , 若 Q 
单 连通 , 则 E 也 单 连通 . 
证 明 当 w=2 时 ,因为 & RED ROARED MMA 
ES? BAER. . 
*4n>2 BY, HbR 
m (E) æ {a (V Ce)) 
|J) = k, fz), Vz mnie). 
注意 到 覆盖 {U,V} 满 足 性 质 
U =Q x St, 
VV) x D, 
U NYE) x (0,1) x S$, 
TAGE Q 的 单 连通 性 》 
j.) =e 
及 (根据 关系 mU NV per, (¥)) 
.C2) Sr, 
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于 是 有 
oy (Bore {mt (cy) 
l, G) =z, VY 2EmV ey))., 
这 表明 m (Eme, ATI E, 单 连通 . 


7.6 2B Hew BA Hamilton 系统 
fe 2 HH ha A> 


本 节 中 ,我 们 将 讨论 以 2 维 流 形 为 构 形 空间 的 自然 Hamilton 
系统 的 能 量 面 , 即 2 个 自由 度 的 自然 Hamilton 系统 能 量 面 的 拓扑 
结构 分 类 . 

2 个 自由 度 的 Hamilton 系统 能 量 面 的 拓扑 结构 分 类 已 由 A. 
V. Bolsinov,H. R. Dullin 和 A. Wittek 在 参考 文献 [14] 中 给 
出 ,本 节 中 我 们 将 介绍 这 方面 的 工作 . 最 然 我 们 的 讨论 与 参考 文 
献 [14j 中 的 初等 讨论 有 所 不 同 ,但 其 恩 想 方 法 仍 是 属于 A. V. 
Bolsinov 等 人 的 : 

设 用 是 2 维 可 定向 光滑 闭 曲 面 ,TM 是 其 切 从 TM 上 的 自 
然 Hamilton 函数 有 形式 


war) = 4 lel? -FF Vex), ve TM,, 


AP. I+ | Bax M EHA Riemann 度量 ,V E M 上 的 光滑 
RZ. 

Sak Hi—TEMA. tE H ES ERB E= 
五 AYE — 3 维 光滑 流 形 ， 此 外 ,假定 可 达 区 域 

Q, = (2 © MIVD Sh} 

fE— SES PRES HA OHV OA BES HSA MARA 
论 知 ,EE EQ, 上 的 一 个 球面 奇异 从 . 令 了 表示 AQ, 的 连通 分 支 个 
SR MAM. BM da>0, 我 们 有 下 述 主要 结论 : 
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定理 7.8 TELIA FRR EL, Mth A ARK RO, 
的 Euler att RUE — ME. 
证 明 和 让 于 好 是 可 定向 曲面 , 故 存在 一 个 微分 谋 人 
ff. MR, 
NG) R 中 点 FC ah SOD HE BN EM ZERO 中 的 
一 个 法 向 量 场 . 由 于 4 之 0, 故 Q@ 上 存在 一 个 处 处 非 零 的 向 量 场 
fo). FQ, 中 每 一 个 内 点 co HCG ze SSPE Pa 
Hota) | =h-V > OCA HiT i oo ATM, PM) 
分 成 
NLT FHT) X fva Bo 
与 
(Nr), SEC) X 了 oz 0 
PABBA Ik Bf. = DS ES OR, OO RRRA, XER 
A. 于 是 ,E, 分 成 两 个 相同 的 部 分 : 
Et = {(v(z).2) € En 
INCE}, ECE) X fvi) 2 0}, 
E; = ilz) x) € E, 
NETI S ED X foia <9}, 
从 而 
E, = Ef U Ey, 
at = 3E; = Ex () Ex. 


以 下 证 上 明 Ei (或 EF) 等 价 于 Q [90,1]; 其 中 ,Q; 汉 [90,1] 是 


在 直 积 空间 Q@,X[0,1] 中 将 {zx} X50,1J,Y rE, 压缩 成 一 点 而 
得 到 的 流 形 , 即 1 维 胞 腔 从 @;X[0,1] 的 奇异 从 ， BRS ce 足够 
小 时 ;映射 S: ER: 

F lx) .2) = f(a) + eNO El), fv) 
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BA DEAF SERRA ZR. 

男 一 方面 ,由 奇异 从 的 定义 ,Ei7 是 Q 上 的 半圆 从 的 奇异 从 ， 
EM MIEKA 7 将 Ei 微分 同 肚 地 映 为 Q Æ R 中 单位 区 间 法 
ACEI OQ, 上 法 从 的 疆 维 都 量 [0,1]) 的 亲 异 从 ;而 Q 的 单位 区 间 法 
从 显然 又 等 价 于 QQ X[0,1j, 从 而 Er 2O,<[01]. WHE = 


Q X [0,1]. 

注意 ,Ex SE 实际 上 是 相同 的 ,并 且 E 可 以 通过 将 它们 的 
边界 aE 与 ak (由 恒 等 同 及 等 同 起 米 而 重新 得 到 ， 因此 可 以 看 
出 ,EE 的 拓扑 取决 于 E 的 拓扑 ,而 显然 Er HIRAI 
的 拓扑 . 


由 于 于 (或 Ez) RF Q,X (0,1), k aE MRF QX 


[o.1). 3-FH. xO, X (0.1 D4 OQ, 与 其 一 个 复制 Q&,' 沿 着 
边界 34 二 304'( 按 恒 等 同 胚 ) 粘 合 起 来 而 得 的 @ 的 一 个 “加 售 ”， 
而 Q 的 拓 护 由 Q 的 亏 格 g 及 其 边界 连通 分 支 个 数 4 确定 ,其 
Euler 示 性 数 为 

QO = 2—2¢—d, 
故里 代数 拓扑 中 的 一 个 简单 论证 知 


LKQ X [0,1P) = AO 二 XRD — YA,) 
因为 a, ARTEARI, R YOR o =0, AE 


KKQ, X [0,1])) = 2X(Q = 2- 2022 +d 1), 


这 也 顺带 表明 2CQ, X [0.1 ) BOS AE gdl xQ). 
由 于 2 维 可 定向 闭 曲 面 的 拓扑 由 其 Euler 示 性 数 唯 一 确定 ， 


H 3(Q,X (0.1) x(Q,) 0 — ase AT En 由 QQ 唯一 确定 . 
HE ATTIC. BER 5QXfo,1]) 的 拓扑 仅 与 VCORE, 
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那么 对 于 具有 不 间 亏 轿 和 不 同 边界 连通 分 支 个 数 的 可 达 区 域 钙 


和 Qs 来 说 , 仍 有 江 Q@: 关 [0,1]) 同 胚 于 Q,X[0,1), ABQ) 
=1Q, HERA. 在 这 种 和 情况 下 ,与 Q 相关 的 能 量 面 同 与 各, + 
关 的 能 盘面 仍 是 同 胚 的 , 由 此 可 见 , 车 要 搞 清楚 具有 亏 格 g 旦 过 
界 连 通 分 支 个 数 为 过 的 可 达 区 世上 的 能 量 面 的 拓扑 结构 ,只 需 弄 
清楚 亏 格 为 0 县 其 边界 连通 分 支 个 数 为 2g 十 4 的 草 面 上 的 神 应 
能 量 面 的 拓扑 结构 即 可 . 显然 ,这 样 的 曲面 无非 是 球面 $+ 上 挖 去 
2g 十 QQ 个 洞 ,这 等 价 于 平面 上 一 个 圆 盘 中 挖 去 2g 十 一 1 个 洞 . 综 
合 上 面 的 讨论 , 易 得 下 面 的 具体 结果 : 

定理 7.9 EQ 是 边界 非 空 的 可 达 区 域 ,那么 有 

Cl) # Euler RES XQ, 一 1, 则 能 量 面 同 肪 于 53; 

(2) QOLL M E AEF ROT SxS? 的 连 
通 和 . 

证 明 易 抑 ,只 要 考虑 平面 上 的 可 达 区 域 Q 就 够 了 ， 

CD 这 时 ,Qs 是 一 个 无 洞 闭 益 D, TRA 

Et (at Ey) ~= Q, X [0,1] = D. 
将 两 个 DD! 语 其 公共 边界 S AUERS HES 
E, == 5°, 

(2) RIE E Q= NA HO, 是 一 个 圆 环 . 此 

时 有 
ECE EF) <Q, X [0,1] DD’ Xx S, 
将 两 个 DX5' 沿 着 边界 T WETE. EA 
By, S' XK SE 

现在 设 YQ ).=—-1.00, A4FAR D 中 控 出 2 个 洞 ， 
于 是 


Et (或 Ex) ~Q, X [0.1] 
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是 边界 曲面 的 亏 烙 为 1 一 Xx(Q@,) 二 2 的 3 ERIE. 把 该 3 维 流 形 进 
行 Heegard 分 割 , 将 其 分 成 各 会 一 个 环 柄 的 2 个 流 形 , 便 得 到 2 个 
Sub IME S XD’ FA RR—-TAM D. 将 这 2 个 SX DE 
边界 分 别 同 各 自 的 复制 做 便 等 粘 人 台 , 并 注意 将 市 面 D? 处 除外 ; 则 
得 到 2 个 5S1X57, 它 们 都 被 控 去 一 个 3 维 球体 Di. 该 球体 的 边界 
实际 上 是 将 原来 的 面 D 局 其 复制 沿边 界 恒 等 粘 合 而 得 到 的 球面 
S 最 后 ,将 2 个 3SxX3 沿 着 被 控 球 体 D’ 的 边界 重新 做 恒 等 精 
合 , 便 又 得 到 原来 的 能 量 面 E 由 连通 和 的 定义 看 出 , 训 , 正好 是 
SKS SxS? 的 连通 种 ,于 是 
E, = S! x SHS XS, 

对 于 OQO A R E. AARE EETA 
论 便 可 完成 证 明 ， 

注 (12) 上述 讨 论 中 , 沿 着 公共 边界 用 恒 等 同 胚 做 边界 烙 合 
是 关键 的 ,否则 Euler 示人 性 数 X<Q) 不 能 保证 相应 的 能 量 面 拓扑 
的 唯一 性 . HORN. 2 个 5' XD? 沁 其 边界 利用 不 同 的 微分 局 肚 做 炸 
合 , 便 会 得 到 不 同 的 流 形 , 即 球面 5’,S: X57’ ERP? 

(2) 人 们 也 许 会 问 , 上 述 定理 能 和 否 推广 到 3 个 以 上 自由 度 的 
自然 Hamilton 系统 上 去 ?显然 ,利用 本 节 的 思想 是 做 不 到 的 ,因为 
ER ER 2 维 情形 那样 利用 微分 嵌 人 将 切 从 上 的 有 关 
结构 转 到 法 共 上 的 相应 结构 . 
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的 拓扑 障碍 


在 动力 系统 理论 中 ,Poincaré 截面 的 存在 性 以 及 Poincaré Be 
射 的 研究 是 中 心 课 题 之 一 ， 局 部 Poincaré 截面 的 存在 性 等 问题 已 
得 到 较 深 入 的 研究 ,但 整体 Poincaré 截面 的 讨论 ,就 我 们 所 知 , 除 
了 基本 概念 讨论 全 汪 外 尚 无 严格 的 理论 ， 由 于 整体 Poincare 截面 
的 存在 与 否 在 相当 程度 上 是 一 个 拓扑 问题 ,因此 有 必要 从 拓 耻 学 
角度 对 此 加 以 探讨 . 


8.1 整体 Poincaré 截面 


首先 我 们 回顾 一 下 连续 (可 微 ) 流 的 概念 "1 设 MM 是 光滑 紧 
Be DIP (CMD) 是 M EMA c Ho RBS. A 上 一 个 
GER I 9 Ji PAA c KORE 

g, R — DIEM), 

HRA HE 

《1) :MM EEGA: 

(2) ap = fa GREER). 
Ka, A e i a AEA e A: 

O| Xa) ETM., z€M, (8-1) 

而 g(x 是 该 向 量 场所 定义 的 常 微分 方程 满足 初始 条 人 忻 plr 
的 解 , 并 被 称 作 流 过 x 的 轨道 . 通常 ,参数 上 被 视 为 时 间 变 量 . 

按照 AL G. Kusnirenko!*]_ R S. Smale A Hiie., E 
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Poincaré 截面 如 下 定义 ， 

M81 ME REN ERR a 是 MM 上 的 一 个 
流 (r 之 1)， 如 果 存 在 一 紧 致 光滑 、 余 维 数 为 1 的 子 流 形 NTM M 
足 于 列 性 质 : l 

(1) 9 的 每 一 条 轨道 至 少 同 NN 模 截 相交 于 一 点 ; 

(2) 对 于 和 任 一 点 XEN, 存 在 一 个 最 小 时 间 r(x) 之 0, 使 得 
Hn (EN, 
ABA N 叫做 整体 Poincaré 截面 . 

对 于 每 一 点 EN, 令 CORA HUE a4 > 时 同 N 的 
第 一 个 横 截 相交 的 点 , 即 pe) = gen (2) EN,; 则 得 到 所 谓 的 
Poincaré BRAY @:N—->N. 3, Poincaré 映射 是 一 微分 同 肘 . 

不 难看 出 ,一 流 形 M 上 的 流 如 果 有 一 整体 Poincare 截面 , 那 
4 M Bj Euler 示 性 数 为 0， 此 断言 可 证 明 如 下 : 

首先 证 明 若 @ 有 整体 Poincaré 截面 ,那么 相应 的 向 量 场 X 
(08. DRO Maa. SRE. BRA. TR r WX Pe 
点 , 即 XG) =0. 由 于 外 是 参数 微分 同 胚 群 , 故 切 喘 射 中。 将 轨道 
G(x) TE ze Rb EY DY Te BX Coy) BB) @ Cro) Sb AY HD ial BE, 即 
Re CX (aod = XCar) EX (a) = 0, ata) MA 向 量 都 为 D, 
这 表明 轨道 a HEER A roe 另 一 方面 , 设 rn kN, 
AzrIOUN=S AEX SL ER OOPH RARE A. 若 
xroEN, M {RCz0o)}CCN, 这 又 同 定 义 8.1 人 性质 417 中 Ay ae BR EE 
BE. FU. XX ASA HARANERA, M 的 Euler 示 性 数 只 
能 为 0. 


8.2 以 人 为 底 空 间 的 纤维 从 


在 这 一 节 中 ,我 们 讨论 纤维 从 的 有 关 基 本 事实 ， 
命题 8.1 考虑 一 纤维 从 (CM,S!,N,p), 其 中 ,14 是 全 (其 ) 空 
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ES ERTEN 是 纤维 ,p 是 投射 . 若 M 是 紫 致 且 局 部 道路 连 
通 的 , 则 有 


me Z, (8. 2) 


0 = N06) > m ON) > 2,(M) “$2,(S), 
由 同 态 定理 可 知 
m (M) 
x CN) 
由 于 pp. (ME m (51) 一 2 WFR BRRIERG RE, RAE 
.是 非 平凡 映 射 即 可 ， 取 MM 的 一 个 属 部 平凡 化 
piU) EU XN, 
其 中 ,UCS! 是 一 开 集 ,考虑 复合 映射 
HUSU x NN, 
这 是 一 个 连续 满 射 , 由 于 p UCM EFR, M Æ aina E 
通 的 , 故 a (57 局 部 道路 连通 ,从 而 N 也 局 部 道路 连通 . 此 外 N 
fAMHSHEM 的 闭 集 ,由 并 的 紧 致 性 知 N RR. RNA 
有 限 个 道路 连通 分 支 . Rees, (S ONE ROA) 
é: [90,1j— S! 
为 以 5 为 基点 的 闭路 . 取 p71(5)=N 中 一 点 xo; 则 由 纤维 从 理论 
短 ,6 有 一 提升 bo: (0,1 JOM, BE 6.00) 二 xo。 BRA 
A) = 2 E pih = N. 
假如 x。 与 xz) 在 NN 的 同一 道路 连通 分 支 内 ,; 则 可 取 一 道路 
Y LO, LIAN, 8 YO =2,,% =a). FE eo k Y BY eo 为 基 
AMAL HE p, [go * 说 一 [6 时 ,从 而 有 zz. 天 0 Brox ATN 
的 不 同 连通 分 支 ,那么 再 最 一 提升 和 WE AOS. 记 站 01) 一 
x, MW RAT 如 ,使 得 900) 一 zi 记 人 01) 一 2 如 此 等 等 , 由 于 YN 


as p. Cr (MD)). 
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BY) Ta MEA 4p A PRE IF RE OOS RB 
Xi 与 Xj 属于 同一 个 分 支 , 于 是 有 一 道路 7 连接 与 x; 与 xz;, PA 
YO =a YC S= a: AW Sin, * Onn eo D KY BL oe, BRAY 
于 路 , 易 见 有 
PLO) ing Bo &« 7] = (j — D|], 

这 表明 p. 是非 平 凡 的 . 因为 Z 的 任 一 非 平凡 子 群 都 是 一 个 元 生 
成 的 自由 群 , 从 而 与 Z 同 构 ,故人 8,2) 式 成 立 ， 

由 上 述 证 明 看 出 , 若 N 道路 连通 , 刚 pp. [58。x*7]==[81, 故 有 
下 面 的 结论 ; 

命题 8.2 £ N EREA MEAM, SN pE 
有 正 合 序 列 

O(N) 一 四 Cd > 7, (S4) > 0. 


8.3 流 的 整体 Poincare 截面 存在 性 
的 拓扑 障碍 


8.2 节 已 说 明 , 若 微分 流 形 M 上 的 可 微 流 有 一 整体 
Poincaré 截面 , 划 M 的 Euler 示 性 数 为 0. 不 仅 如 此 ,实际 上 M 还 
有 更 细致 的 结构 ,如 下 面 的 定理 所 述 ; 

定理 8.1 42M CMR ¢ 流 有 一 整体 Poincaré 截面 NN, 那 
A MM 有 一 个 以 S 为 底 空 间 、 以 六 为 鱼 维 的 结 维 从 结构 CM,S'， 
Nip). 

此 定理 已 被 A， V. Bolsinov 所 意识 到 ,但 无 论 在 其 论文 G9 还 
是 在 其 所 提 的 参考 文献 中 中 都 无 严格 证 明 ， 尽 管 这 个 命题 很 直 
观 , 但 要 给 出 一 个 证 明 却 非 易 事 ; 以 下 的 讨论 说 明了 这 一 点 ， 为 证 
明定 理 8. 1; 首 先 需 要 下 述 结论 : 

引 理 8. 1( 管 状 流 定 理 〉 命 邓 是 一 微分 流 形 , 有 ”0 是 本 
上 向 量 场 组 成 的 空间 , 设 王后 3) ,ppE 邮 是 并 的 一 个 正常 
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AL BUX (Cp) x60. $ c= (Cc! sex) ER" | [xi | 之 1) 为 一 单位 正 
FRM X. Ae ER Xo) = (1,00. 0 A fe I BH, OB 
ARE 记 的 一 个 邻 域 ( 称 作 管 状 邻 域 )V,CM 及 一 个 e faa IAB 
:Vee 把 到 在 WV; 中 的 轨道 (积分 曲线 ) 映 为 XX HPI. 

设 是 由 向 量 声 六 EE. 锡 "COUM) 生 成 的 可 微 流 , 对 于 正常 点 pe 
Mog (peu p 为 初始 点 的 非 平 几 轨道 .Vy 是 满足 引 理 8 1 中 条 
AMAR. $ D DBS V, PAS ap RRA ARE 
SA 1 的 超 曲 面 片 ,它们 都 e 微分 同 肪 于 om — 1 维 球体 . 不 失 一 
般 性 , 设 对 每 一 点 CD a(R D 相交 (只 要 D, 取得 足够 
小 ). BARTA A tC) Bg Oe D 易 见 上 是 工 的 函数 ,而 9 
=f rÆ DD BD, 的 一 个 子 集 的 上 映射. 我 们 有 如 下 结论 : 

引 理 8.2 (1) pÆ D Bp DICD, WA 

(2) raft e PAR. 

证 明 WIG CD RAPA KHSL,. REAPS Reem 
[37]. 现在 证 明 结论 (27》， 由 引 理 8.1 知 存在 一 个 < ROE 
A:V,~c JB V, PX WHR ¢ PX. HH HFA ADDY 
htDs) 也 与 XX。 HUA RS CHES 8.1 所 示 ) 在 < PLEA K 
的 轨道 ,点 Cx) 到 点 有 Cplz)} 的 时 间 正 好 是 (x) 到 hcgkzr)) 的 距 
离 , 这 是 一 个 = 函数 , 设 为 sr) TEA ORRA 

iz) = AsL), 
AT tC co” PR. TER. 

FETE BEM 8. 1 中 整体 Poincare 截面 入 所 涉及 的 最 小 时 
间 PR eC) BY AY fae TE Fe] a. 

引 理 8.3 定义 8.1 PH RR OR BR. 

证 明 取 点 xEN, 在 时 刻 rtz) 时 pao EN, TEHE 

Beir CI), (=s<41 
EAMPHERTR.ARLE-ARELE AR. AmA KAR 
多 个 引 理 8. 1 BR SOOR aS ARB RU |= 1,0, 
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nh ERE SPIE (Gain o) 0S1). 为 进一步 讨论 ,赋予 M— 


B81 
个 Riemann 度量 ,使 得 对 成 为 一 个 度量 空间 ,由 点 集 拓 扑 的 
Lebesgue 数 定理 知 ,存在 一 个 常数 4>0, 使 得 当 [o,1] 的 一 个 分 划 
O= sis s i s = dl E o AS l, n R 
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LIE (Pes (2) s SESS APE FAT SRR, 中 ， 对 于 给 定 

的 满足 5 一 5 SA 的 一 个 分 划 ORs es, = 1, Fn 的 有 

限 性 ,总 可 选取 xEN 的 一 个 足 馆 小 令吉 DoR a, o (DDS 

Rro CDs) 都 含 于 同一 个 管状 领域 U; 中 . 根据 引 理 8.2, 映 射 
:rn (Dz) 一 Pre Ds) 

fic ROB. 作为 点 Ph yen) CX} 到 点 Girlz) 《2 的 时 间 也 是 c BA 

数 . 由 于 


fi 
Tr) = Dinh), 
i=] 


故 trCx) 也 是 ce RN. UE. 

定理 8. 1 的 证 明 定义 NX[L0,11 一 M 的 映射 如 下 : 

Fiz) = Pros (XY, VXIEN,s © [0,1]. 

FAB MATTIE A F E e BRS. MRE Poincaré 截面 的 定义 知 下 是 
满 射 . 实际 上 , 任 取 yO M MHE gty) 与 N 相 变 , 设 此 交点 为 = 
=9,0). 下面 分 两 种 情形 讨论 : 

(D Ë to 0, WR ay AY ER GC = (QO) TS0), 今 证 
PP 《y) 与 N 必 有 交点 , WARE, oth oS A RR e 
AC) BY o ARERR ey) AN 也 无 交点 ,由 于 极限 集 是 不 变 集 ,这 又 
AEM 8. LARA. FE DAT OMB @ Qe 
N. 令 y=9O) WA 


- t i 
aiae ma => 
(2) FF o0, W 
t 
Fle, — 2 J= 2,0 = ». 


由 此 可 见 下 是 满 的 ,， 另 一 方面 ;由 于 不 同 轨道 上 的 点 在 六 的 
作用 下 映 到 不 同 轨 道 土 的 点 ;从 而 ;NX[0,1] 一 MM 还 是 单 的 . 
此 外 ,由 rer ASE n 
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F(N,0) = FCN,1). 
由 于 5 一 [0;1j/~, 其 中 ,关系 ~ 表示 10} 与 代 } 等 同 为 一 点 ; 故 及 
TEPS 为 底 空间 .以 N 为 纤维 的 红 维 从 结构 ,证 毕 . 

注 上 述 证 明 中 的 结论 eol NANE a EEH, BAR 
BP MMe LSS: 

定义 8.2 设 咽 是 紧 致 光滑 流 形 M 上 的 一 个 流 ， 对 于 一 点 工 
€M,2 的- 航 限 集 alzx) 是 下 面 的 集合 ; 

we MM| 在 在 一 个 序列 ty > — 00,18 FG (2) 一 =)， 
集合 az) 中 的 每 一 点 称 为 轨道 gCz) 的 (oe-) 极 限 点 . 

28.4 设 z 是 g(r} 的 极限 点 , 则 轨道 (zx) 上 的 每 一 点 都 
eo HRI. 

下 面 证 明 g@(WONAS. SR eR ely) ATMAR 
致 的 , 故 ay AES. BA ce Caly) ,根据 整体 Poincare RANE 
Ms 轨道 g(z) 与 N 有 一 交点 x', 于 是 有 一 序列 aa 一 一 oo, 使 得 
m aer. 此 外 ,因为 atz) 与 NN 在 点 x' 模 截 相交 ,而 点 xz' 又 是 NN 
的 一 个 内 点 (注意 ,这 里 所 指 的 流 形 都 是 无 边 波 形 ), 故 存在 一 个 足 
EEEn Harca aG N 也 必 有 交点 ,因此 pC 人 NN 
FO. 

定理 8.2 若 紧 致 光滑 流 形 好 单 连通 ,那么 好 上 的 任何 可 微 
流 都 没有 整体 Poincaré 截面 

证 明 由 定理 8.1 知 ,其 M 上 某 个 可 微 流 有 整体 Poincaré $ 
面 N, 则 M 有 一 纤维 从 结构 CM,S1, N, p). 由 命题 8.1 又 知 ， 
此 时 有 

z,(M) 
mN) 
这 表明 m ANPIL AS M 的 单 连通 假设 矛盾 ， 证 毕 . 


we Z, 


第 9 音 Maupertuis 原理 在 自然 Hamilton 
系统 理论 中 的 应 用 


Hamilton 系统 理论 中 有 一 个 经 典 思 想 补 人 们 称 为 
Maupertuis-Jarobi 原理 ,其 想法 是 将 Hamilton 系统 的 轨道 视 为 
某 一 相应 Riemann 流 形 上 的 测 地 线 ， 运用 Maupertuis-Jacobi 原 
理 , 人 们 自然 可 以 把 微分 几何 的 理论 铺 果 应 用 于 Hamilton 系统 的 
研究 之 中 ， 近 年 来 ,Maupertuis-]Jacobi 原理 又 重新 受到 人 们 的 重 
视 , 有 的 学 者 以 Maupertuis-Jacobi 原理 为 基础 ,将 微分 几何 理论 
与 拓扑 学 理论 烘 为 一 护 , 对 光滑 流 形 上 Hamilton 系统 的 可 积 性 作 
了 深入 研究 ,而 男 外 一 些 学 者 则 利用 Maupertuis-Jacobi 原理 与 微 
分 几何 中 的 曲率 理论 对 Hamilton 有 系统 的 混沌 理论 做 了 有 益 的 
weit. 

本 章 将 介绍 著名 的 Maupertuis-Jacobi 原理 及 其 在 自然 
Hamilton 系统 可 积 性 理论 与 混沌 理论 中 的 若干 应 用 . 


9.1 Maupertuis-Jacobi 原理 
设 MM 是 一 个 n HE Riemann 流 形 ,TM Æ M EMMA RE 
个 2n 维 光 清流 形 . RTM 上 的 一 个 自然 Hamilton 函数 
Hz) = Fel? +V), 
其 中 ,Y(z) 是 构 形 空间 M 上 的 势 函 数 ,ve TM., | + | 表示 由 M 
的 Riemann 度量 ds = 218 Cx )da‘dx/ FS HEE lu ll’ eas 
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动能 ， 

著名 的 Maupertuis-Jacobi RMA] RRiF: 

定理 9.1 ROOM BARS 

Ver) < 下 
定义 的 构 形 空间 的 子 集 , 称 为 可 达 ( 构 形 ) 空 间 , 则 
do = J/2th — Vla) ds 

是 Q. 上 一 个 新 的 Riemann FRA H (x.v) € fE E i 
H(z) =h EHME EH Riemann 度量 dp 下 的 测 地 线 . 反之 ,在 
ae 下 的 测 地 线 必 是 Hrv) hI PLE. 

证 明 显然 ,dp 是 上 的 一 个 Riemann 度量 , 故 只 需 证 明 第 
2 个 断言 . 为 了 方便 ,我 们 考虑 M= R, H Riemann FRA g 


一 5 mdzdz; 的 情形 ,对 微分 几何 理论 熟悉 的 读者 可 接 此 思路 
i=] 
自行 完成 一 般 Riemann 流 形 情形 的 讨论 . 当 M=R LW (raed 
A AAR AHA 
H(z.v) = Tonm? Hoe p omo D HVE a), 
此 时 Q 上 的 新 Riemann 度量 为 
do = 2 {h 一 Viz) ) imd,” 十 … 十 m,dz,*), 
由 量 小 作用 量 原 理 知 , 拉 格 朗 日 量 
w= f Vy vd 


f iad 


E Hvo RB LR, BW Ea 
AW = 0. 
7- Am RBH P=) LA 


a de.\? n 
Sym T) = Symi? = 2CA 一 VEX atte End) 
¿=l i=l 


故 得 
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f > md xz, 
i=l 


vih VY 
HERALA EIRT BA 日 量 中 ,得 


W = F f2Ch — V}. | mda? 
-f 


因为 W 3G Hamilton 系统 轨道 的 变 分 AWW==0, 故 由 上 式 知 Hamil- 
ton 系统 的 轨道 是 de 的 测 地 线 . 

反之 , 设 已 中 的 一 条 曲线 110) 二 《z(t),…' CBE 
Riemann 度量 dp 下 的 一 条 测 地 线 ， 则 对 任意 ge fy See 
tD FEAR SY CZ BD 


dt = 


W = f SIV Sima (et 
的 驻 点 . ALA PR) BLAS aE 4} ne CO E 


melt) =- Z, 
大 而 2 满足 Hamilton 方程 . 证 毕 

注 由 Maupertuis-Jacobi 原理 可 知 ,Hamilton 系统 Hir,v) 
在 能 量 面 Hv) =h 上 的 轨道 可 视 为 可 达 空 间 Qi; 上 以 dp 为 
Riemann 度量 的 测 地 线 , 另 一 方面 ;由 1.4 节 可 知 , 对 (Qsde) 上 
的 测 地 线 ,Q 上 的 Riemann 度量 dp 可 定义 Qh 上 的 单位 球 从 
二 ”上 的 一 个 动力 系统 的 积分 曲线 ;对 Au 上 的 测 地 线 rti) ,有 
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(Ce wo GQoCr 其 中 ,人 Cr 人 0 是 在 点 了 (的 处 的 单位 切 向 量 . 
Fiz rv )DE XT Q 上 一 个 新 的 (在 新 度量 de 下 的 ) 测 
地 流 . 


9.2 HRA Hamilton 系统 可 积 性 的 
拓扑 障碍 


本 节 将 以 Maupertuis-Jacobi 原理 为 中 介 ;利用 微分 几何 与 拓 
扑 学 知识 对 自然 Hamilton 系统 的 可 积 性 与 构 形 空间 的 拓扑 做 一 
些 讨论 ， 

首先 ,我 们 证 明 如 下 事实 : 

定理 9.2 设 MM* 是 一 个 2n HEI. pg) M* 上 的 一 
个 Hamilton aR. HARE Hamilton 系统 为 


dg, _ 2H 
dt 3 
dgs oH 
dt ap,’ 
(9.1) 
id __ a 
|“ ay,” 
dp, __ 2H 
de 7 Ay” 


WRO 1) 的 积分 轨道 是 Liouville 可 积 的 ,并 且 有 界 , 则 《9.17 的 
邻近 轨道 彼此 分 离 的 距离 平均 值 是 时 间 : 的 线性 函数 , 即 从 平 沟 
意义 上 讲 , 邻 近 轨 道 至 多 是 以 线性 函数 的 形式 发 散 的 (注意 , 混 沪 
BK FE LATE ACT st A BEAN). 
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证 明 ”因为 (9.1) 是 Liouville 可 积 的 , 故 有 一 解 术 正 则 变换 
qn 一 Qi idas teada Qi A ), 
Qa T OE elas tea dn’ Gh ss 
Pi = PG tet FQ... 


Pr = PTs Ts Dy Qs oy gto 人) 
使 得 方程 组 (9.1) 变 汶 
d KD 
dt ~ æ’ 
di, KW 
oe (9. 2) 
dé, aK) _ 
“ar — a, = a li), 
ESP saw, 


这 里 
A) = KU), P) = ACP PQ) QD. 
FE HTDP LSI, G= i=], esn, TEHO. 2) 的 解 有 
形式 
A= Ii, 0 = a yee Dt + A, 
es €9, 3) 
1, = D 十. 


Slap, s Palga ESTESE qg DRR Ty E BCS. DASS. 3) 
对 应 的 解 , 则 有 
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Ay) = p o e+), 


Pat) = pei + ©), (9.4) 
qi) = 8, Ua + P), f 


ver 
+ 


git) = GCP wl + ©). 
Alt FR C9. 4) 的 邻近 解 的 性 态 , 设 与 (9. 4) 邻 近 的 解 为 
BG) = pO + pile), 
re = g(t) + gt), . 
这 里 , 诸 pi) 5 gh RR VR. 由 此 ,根据 (9. 1) 得 到 变 分 方程 


in >| aap) <P ces al, 


dg; — FH t 
de [| grap)?! + [六 
i= l, Datt’, 
am| 25 Janeen aOR: 由 (9. 4) 581, (9. 5) 的 角 
Ay VA ey ACP - a Pahor . :QQ,) 的 导数 表示 出 来 ， Ht (9. 5) 的 一 
般 解 有 形式 ~ 


p10 = D Ta) a + | Ti) Awy +2], 


J 


r= ETARE T 


(9. 5) 


a; | (9. 6) 
aco = DiE atz] 


i 


| du; (T°) 
Aw, = > | A | y- 


Å=1 


由 FR). op Og G) eeg UDEA FB SFA ee Ba 
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或 几乎 周期 的 , 故 (9.6) 的 系数 也 如 此 ， 因 此 ,如 果 Aw 340, MA 
Pi) gi? 的 绝对 值 至 密 以 1 的 线性 沙 数 方式 增长 . 
注意 到 
PHD) = Bilt) — pi, 
eo = g) — qt), 
便 知 定理 成 立 . | 
由 第 1 章 1.5 节 及 上 面 的 定理 9.2, 可 立刻 推出 下 述 结果 : 
定理 9.3 设 Hlev) = È lv || +V Crd Riemann 流 形 
CM ,8) 的 切 从 TM 上 的 自然 Hamilton 系统 . 设 常数 
A> maxV (r), 
aM 上 由 新 度量 
d = 20h — VCx))ds? 


= 2( 一 Viz) >) gil zrde'dz’ 


WS A BR BT Hh FE BY A Cae EAR A. 

关于 2 维 紧 致 流 形 上 定义 的 自然 Hamilton 系统 的 可 积 性 ,有 
下 述 著 名 结果 : 

定理 9.4 EME KAHI EWR AESAAT, A 
A TM 上 的 任 一 自然 Hamilton 系统 


H(z,v) = 1 oh? + Vr), zE Mio ETM, 


在 能 量 面 H (xv) =hCh>maxV (2) LRA. 


该 定理 的 证 明 主 要 是 建立 在 对 不 稳定 周期 轨道 的 分 析 之 上 
HAA M 的 亏 格 大 于 1; 所 以 其 Euler 示 性 数 是 负 的 ,根据 经 典 
的 Gauss-Bonnet 定理 ,MM 上 的 任 一 Riemann 上 度量 下 的 平均 
Gauss HB AA. MÈ dp? 诱导 的 Riemann 度量 使 得 相应 的 
Gauss 曲率 处 处 为 保 , 则 结论 是 显然 的 ,因为 相应 的 测 地 流 是 一 
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Anosov 流 . 在 这 种 情形 下 ,M 上 单位 球面 处 5 中 的 测 地 流 的 局 
期 轨道 的 集合 在 SD 中 是 稠密 的 ,并 且 都 是 不 稳定 的 轨道 , 故 
HE TM 上 是 不 可 积 的 . 至 于 Gauss 曲率 非 处 处 为 负 的 情 
形 ,可 参考 V. V. Kozlov 的 讨论 

由 Maupertuis-Jacobi 原理 可 以 看 出 ,一 流 形 上 Hamilton A 
统 的 可 积 性 的 研究 在 一 定 的 条 件 下 可 转化 为 构 形 空间 中 测 地 线 的 
可 积 性 的 研究 ,因此 不 妨 直 接 讨 论 某 一 Riemann 流 形 M 上 测 地 
线 的 可 积 性 . 关于 这 个 方向 有 2? 个 主要 结果 ,其 一 是 下 面 的 定理 ， 

定理 9.5 设 邓 是 一 = 维 紧 致 的 Riemann 流 形 , 且 满足 下 列 
条 件 之 一 : 

(1). dimn M<Crank H,(M,Z); 

(2) 基本 群 x (CM) 不 含有 限 指标 的 交换 子 群 ， 
那么 2* 1 上 的 浏 地 流 不 是 完全 可 积 的 

这 里 , 测 地 流 完全 可 积 的 概念 可 严格 定义 如 下 : 

7329.1 n 维 Riemann 流 形 M 上 的 测 地 流 是 完全 可 积 的 ， 
当 且 仅 当 下 面 的 条 件 成 立 : 

O4AMRUATM 上 存在 x 一 1 个 光滑 函数 Fitt Pi, 
使 得 


{Fi FPF)=0, 1xi.gjSn—1; 

(2) 在 M 的 单位 球面 从 ZT E, AA Fists Fai JL FARA 
AS: 

(3) PP: 都 是 测 地 流 的 首次 积分 . 

it M E 2 AE Riemann ie M AEAT RE. SCE 是 
M 上 的 单位 球面 从 :可 由 如 中 所 有 满足 x(z)EM 的 点 组 成 ,其 
Hoe: TMM BAR. 则 前 文 所 提 到 的 另 一 个 主要 结果 是 
下 面 的 定理 : 

定理 9.6 车 存在 一 个 子 流 形 MCM EMOH HER 
Euler 示 性 数 小 于 0, 那么 E PAM HATTA. 进一步 ,在 
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SCE 的 任 一 邻 域 里 都 不 存在 测 地 流 的 光滑 首次 积分 

这 里 ,1M 测 地 十 指 的 是 :下 中 连接 任意 两 个 边界 点 yE aM 
的 最 短 测 地 缓 都 含 于 M 中 . 

该 定理 的 证 明 是 由 Boloti HRR Kozlov 的 想法 ‘外 完成 的 ， 
其 基本 思路 是 证 明 M 的 每 一 个 非 平凡 的 道路 自由 同 伦 类 含有 一 
个 不 稳定 的 斌 测 地 线 . 

下 面 我 们 讨论 具有 Newton 费 的 2 个 自由 度 的 Hamilton 系 
统 的 可 积 性 问题 . | 

定义 9.2 设 M 是 2 个 自由 度 的 自然 Hamilton 系统 的 (2 
维 ) 构 形 空间 ,了 :M-> 闵 是 一 个 势能 函数 . 如 果 耻 除去 有 限 个 点 
zren EM hE MERAS TEA zi,i 二 1,2,… sn 的 邻 域 
内 有 形式 


f(z) 


z= zl 
那么 称 Y 是 一 个 Newton 势 , 称 xz; WV 的 奇 点 . 

定理 %7 设 构 形 空间 MERAY AEV 的 奇 点 个 数 n> 
2X(M) ,那么 在 能 量 面 E.= iwr) ETM|H w, r)=h} E, Hamil- 
ton 系统 v= 二 sgrad H 没有 解析 首次 积分 ,其 中 

A sup¥ (x). 

E MI RH, nessen 定 的 条 件 才能 得 到 5b i 

定理 9.7 类 似 的 结 


cunt MARTRA Honiton KA N= Lol 


Vir) = — fr) > Os 


V(x) 的 非 紧 致 构 形 空间 , 候 定 M baba A BARS |v | ? 作为 M 
上 的 Riemann 度量 满足 条 件 : 对 于 OM 的 任 一 连通 分 支 a, 若 MM 内 
部 存在 一 条 闭 曲线 7: [0,1]>Int 朵 ,使 得 当 ? 连续 地 形变 到 “时 
7 的 长 度 趋 于 oo, 那 么 著 奇 点 个 数 x 之 2XCM), 则 A 在 能 重 面 
Er Asup (x)) 上 无 解析 首次 积分 . 
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该 定理 的 证 明 运 用 了 Riemann 曲面 理论 中 的 Riemann-Hur- 
wicz 公式 以 及 前 面 的 竺 理 9. 了 ,详情 参见 参考 文献 [49], 

现在 考虑 一 个 特殊 而 常见 的 情形 :24 R?, 此 时 平面 4 体 问 题 
的 Hamilton AA H ERER 


Hw,z) = Ln +v) HVC), (9.7) 
其 中 vov ETRE, V ERMAR A BY BE: 
Viz) 一 一 $ mle — a|, m>0. 


定理 9. 8 的 一 个 推论 是 下 面 的 重要 断言 ， 
推论 9.1 Fr>2 MRK DEH a KARE AO 
积 的 . 


9.3 EFRA Hamilton 系统 混沌 


我 们 已 经 知道 ,许多 Hamilton 系统 ,特别 是 自然 Hamilton 系 
统 , 可 以 通过 Maupertuis-Jacobi 原理 转化 成 构 形 空间 上 的 一 个 
Riemann 几何 ,使 得 Hamilton 系统 的 轨道 成 为 相应 Riemann 流 
形 上 的 测 地 线 . 由 9. 2 节 知 , 当 相 应 的 Riemann 流 形 上 的 曲率 都 
为 负 值 时 , 原 Hamitlon 系统 的 轨道 对 初 值 的 依赖 是 敏感 的 ,并 且 
是 不 可 积 的 . 但 近 几 年 来 ,许多 学 者 "中 ,尤其 是 物理 学 界 的 学 者 
们 ,对 2 个 自由 度 的 Hamilton 系统 做 了 更 深入 的 研究 ,特别 对 相 
应 的 Riemann 流 形 上 的 曲率 为 正 值 时 的 情形 做 了 不 少 工作 . 通过 
大 量 的 数值 工作 ,他 们 揭示 了 ( 正 ) 曲 率 的 涨 落 同 Hamilton 系统 混 
沌 性 的 内 在 联系 . 此 外 ,理论 工作 表明 "1 曲率 涨 落 是 Hamilton 
系统 轨道 不 稳定 ( 混 汪 ?的 必要 条 件 . 

本 市 将 就 2 个 自由 度 的 Hamilton 系统 的 情形 对 此 做 一 简单 
介绍 ,详细 讨论 可 参阅 有 关 文献 . 下 面 先 看 几 个 例子 : 
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X} T FÉ in Wir) (dxdz 十 dzrsdzra) 的 Riemann 度量 + 由 著名 
RJ Gauss 曲率 公式 
1 


Kz) =C— zy loEW Cx) (9.8) 


可 知 , 以 R HAIG 2s Wa) Hamilton 系统 H (ad= Gn tu) 


十 Ykz) 在 可 达 构 形 空间 Q = {rE R |V <A) EV SB Rie- 
mann 度量 为 20A—V Cr) (dridxi 十 dzxzdx:)， 于 是 该 Riemann 流 


形 的 曲率 KC 
一 1 — 
Kz) = I yyl Ý VDAV) + (VV r) F], 


= € has (9, 9) 
其 中 ,入 与 VY 分 别 是 欧 氏 空间 上 的 Laplace 算 子 与 梯度 算 子 . 
fl 9.1 考虑 Hénon-Heiles 系统 ,其 Hamilton 函数 为 
H(zx,v) = $y 十 v) + Fa? + x," + 22,'x, 一 $23), 
在 由 其 诱导 的 Riemann 流 形 名 上 ,Gauss 曲率 为 


l 
KOOD = Vay 


+ Cay 十 22422)" + (2, +z’ 一 z]. 
显然 , 当 xzEQs 时 有 


Kz) 


x L2thk — VCr)) 


1 
m- ya © 


数值 工作 表明 ,Hinon-Heiles AAA MMA. 
例 9.2 考虑 由 经 典 Yang-Mills 场 导 出 的 Hamilton 系统 ， 
其 Hamilton M% A], 


T r, 


H(z,v) = +}? + v2?) + 
其 诱导 的 Riemann 度量 为 
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ds = al A 一 ae (dr,dz, + dz,dr.), 
相应 的 Gauss 曲率 为 
1 4”: 
Keon groa) -a LE + 2x,*) 


+ Caz? + a rp] 
显然 , 当 rEQ 时 有 


Kir) =o 
等 号 仅 当 z 一 0 时 成 立 . 
例 9.3 同样 ,对 于 具有 Hamilton wy 


Haw) = È, 十 oa + Fay! H a) 
+ tn, Las 
1 


十 oat 十 xa? + Lat 


2 i 
4 2,3 s 
+ zta, + zie, Xa 


3 


1 u, 
Fatal +3 16°? 


的 Toda 链 ， 可 以 验证 其 所 诱导 的 Gauss 曲率 大 (x) 满足 
Kix) 0, rE. 
考虑 Hamilton 系统 


H = + lel? + Vz), 


Fm rt + = 


mw C TR? = R? X R, 
见 , 在 相应 的 能 量 为 & 的 构 形 空间 上 ,Riemann 度量 为 
ds? = 204 — V(x)dzrdz,, 
Jacobi 场 满 足 方程 
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Fe + RV DV 一 0， 


= Bh MK Besa ia 


其 中 ,于 表示 对 弧 长 的 协 变 导 数 ,一 
参数 满足 关系 式 
ds = J/2Ch — Vlr) de. 
为 讨论 方便 ,可 取 J(s) 为 正常 Jacobi 场 ,于 是 可 设 
J(s) = Yel), 
其 中 ,el(s) 是 与 c( BRAHAM zfs) 平 行 移动 的 单位 向 量 场 . 将 
ERRA Jacobi 方程 ,得 


oY + awe) =o, (9.10) 


Rp, 20s B68 xts) 的 Gauss 曲率 ,具体 可 表示 为 
AV WV} 

wW: w? 

Zaw EET 


wW? Ww 


OG) = 


KE .WsA-V(2). 

OG) EE s WY PLR BT. BS AAD Hi 证 方程 . 以 下 我 们 
统称 方程 (9. 10) 为 Hill 方程 ,由 此 可 见 , 原 Hamilton 系统 轨道 移 
定性 的 讨论 就 化 为 对 (9. 10) 的 解 的 有 界 性 的 讨论 . 

显然 :, 当 品 Gs)<0 时 , (9. 10) 有 无 界 解 ， 所 以 ,我 们 将 讨论 
Qs) > Ont RTE. 

4s) >0 是 常数 时 , (9. 10) 的 解 是 周期 解 ,显然 有 界 . 当 
(5) 之 0 非常 数 时 ,情况 则 非常 复杂 , 解 Y(s) 的 有 界 性 取决 于 QCs) 
沿 (sR RN zts) 随 着 ; 的 增长 递减 、 下面 的 简单 命题 指 
出 了 f(s) 随 着 ;的 起 伏 王 落 对 (9.10) 的 解 Y(s) 的 无 界 性 的 
重要 性 . 
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定理 9.9 R AG> MRONRHMRR BA 
(9.10) 的 每 一 个 解 都 是 有 界 的 . 
证 明 证 明 分 两 种 情形 : 
(1) OCs) 220, BAL Bae ROTTEN. 
(2) @' 0s) <0, HERE FB Lyapunov 函数 
VOY YY) = Q6s)¥? + Y, 
FEV HO. 10)? 的 轨道 的 导数 满足 


于 = 2 CY? 20050YY — 206 3Y'¥" 


= (YEO0, 
由 此 知 Y(s) 必 有 界 . 
对 于 2(s) 之 0 不 是 单调 的 情形 ,方程 (9. 10) 的 非 平 几 解 的 有 
界 与 否 是 一 个 极 富 挑 战 性 的 问题 ， 即 使 2C;) 是 周期 请 数 ,情况 也 
很 复 认 ,这 可 由 证 面 的 定理 看 出 来 . 
定理 9.10 考虑 Hill 方 程 
YT Ca + Q2(s))¥ = 0, 
Ms + wa) = 2s), 
AFRE: EE A RP fala Rast | Bla," Sa," S 
as Sa}, H kool ,a, > 90 ,a,° oo FFA 
Go <a,° Qa,” Lama, a,” Ga Sahay, - 
(76 (9.11) A RAS ASA Cah 2) A SB St ET 
CNC 自然 数 集 ) 有 a 二 art 或 对 于 某 个 有 REN, 有 4 一 ai"). 进 一 
步 ,方程 (9. 11) 在 区 间 
Laora,’ Js Caz” sa), Carrada” Ja Cay" sag), + 
上 对 应 的 解 稳定 (有 和 界 ), 而 在 区 间 
【一 opao], Ca," sae", Cajsa), Caz” 384 )s Cazsda), 0" 
上 方程 (9. IDRA ERD. 
意大利 及 美国 的 一 些 物 理学 家 [* 汐 讨论 了 曲率 的 平均 值 与 


(9. 11) 
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济 地 线 的 Lyapunov 指数 之 间 的 关系 , 同 本 书 中 Lyapunov 指数 的 
严格 定 广 不 尽 相 同 ,他 们 的 定 愉 为 


ACs) = lim Lin | 22 


Y (0) E 
其 中 ,6 是 沿 测 地 线 的 Jacobi 场 方程 的 非 零 解 . 

就 方程 (9.11)《 这 也 可 以 看 作 一 个 Jacobi FROME » Hh 
育 ( 在 数值 工作 的 基础 上 ), 若 了 (5) 无 界 , 则 Lyapunov 指数 


Y{0) 


是 一 个 正 数 . Hat OG) Se<0 时 ,显然 可 以 严格 证 明 此 事实 . 但 
H ataO 时 ,如 何 从 数学 角度 证 明 (9.12) 是 正 数 还 是 其 它 
什么 数 是 一 个 悬而未决 的 问题 ， 此 外 ,这 些 学 者 通过 数值 计算 所 
得 到 的 结论 同 已 有 的 具体 方程 的 严格 数学 分 析 有 很 大 差异 . 由 于 
计算 机 在 处 理 混沌 动力 系统 时 不 像 钼 理 * 规 则 ”系统 那么 有 效 , 所 
以 数值 计算 的 可 靠 性 本 身 也 是 一 个 问题 . 因此 ,从 理论 上 和 弄 清 楚 
《9. 11) 的 解 的 有 界 性 与 Qts) 的 关系 以 及 相应 的 Lyapunov 指数 的 
正 负 性 ,对 于 从 几何 角度 研究 自然 Hamilton 系统 的 可 积 性 与 混沌 
有 着 十 分 重要 的 意义 ， 


Ms) = lim In | (9.12) 
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